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内 窜 提 要 


本 书 概要 介绍 偏 微分 方程 的 基本 内 容 , 包 括 :一 些 典 型 的 数学 物理 方程 及 各 种 定 
解 问题 ; 解 的 唯一 性 和 适 定性 ; 线性 伪 微 分 方程 和 二 阶 非 线 广 偏 答 分 方程 的 分 型 研 
究 ; 线 性 偏 微 分 方程 和 非 线性 偏 微 分 方程 的 一 些 经 典 结果 ;最 后 还 有 激 波 和 孤立 子 波 
的 介绍 ， 这 是 近年 来 最 新 的 研究 课题 。 读 者 可 从 中 对 偏 微分 方程 这 一 数学 分 支 的 基 
本 内 容 , 发 展 历史 ,前 沿 课题 有 一 个 大 致 的 了 解 。 本 书 可 供 大 学 数学 ,物理 系 师 生 、 旁 
学 科 的 科学 工作 者 以 及 数学 爱好 者 阅读 ,参考 。 
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在 微 积分 出 现 后 不 久 ， 人 们 就 开始 用 偏 微 分 方程 来 
研究 力学 和 物理 学 中 出 现 的 问题 ， 从 那 时 候 起 ， 偏 微分 
方程 理论 一 直 是 数学 家 、 力 学 家 和 物理 学 家 所 共同 研究 
的 重要 对 象 ， 人 们 一 方面 把 力量 集中 在 其 他 科学 最 感 兴 
趣 的 那些 偏 微 分 方程 问题 上 ; 另 一 方面 ,也 力求 发 展 偏 微 
分 方程 的 一 般 理 论 ， 随 着 科学 的 发 展 ， 偏 微分 方程 中 感 
兴趣 的 问题 越 来 越 多 , 越 来 越 难 ,解决 的 方法 也 越 来 越 进 
步 . 在 企图 建立 一 般 性 理论 时 ,数学 家 发 现 , 偏 微分 方程 
是 十 分 复杂 的 对 象 . 即使 是 线性 的 方程 ， 也 可 以 复杂 到 
很 难处 理 的 程度 .至 于 非 线 性 方程 ,人 们 更 加 感到 ,目前 
大 体 上 还 只 能 分 别针 对 各 种 问题 ,提出 各 别 的 解决 办 法 ， 
而 在 这 个 过 程 中 又 不 断 创 立新 方法 ,发 现 新 现象 和 提出 
新 问题 . 

本 书 拟 对 仿 微 分 方程 这 门 学 科 作 一 最 概略 的 介绍 ， 
希望 读者 能 从 中 知道 一 些 关 于 偏 微分 方程 的 最 基本 的 知 
识 ， 并 了 解 某 些 当前 人 们 所 关注 的 问题 . 由 于 涉及 的 对 
象 很 广泛 ,使 用 方法 又 很 多 样 , 这 里 只 能 作 些 简 述 ， 在 取 
材 上 ,也 带 有 难以 避免 的 主观 性 . 

本 书 中 ,我 们 将 不 论述 有 关 偏 微分 方程 的 数值 解法 
和 渐 近 求解 的 问题 .这些 内 容 是 很 重要 的 ， 需 要 另 作 专 
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门 而 系统 的 论述 . 


一 、 典 型 的 数学 物理 方程 


一 个 物理 的 量 ， 往 往 是 空间 位 置 (x,y,z) 和 时 间 t 
的 函数 . 例如 ,一 个 区 域 中 温度 的 分 布 和 变化 ,就 可 以 用 
w=(t, 7,Yy,2) (1) 
来 表示 . 有 了 这 个 函数 ， 就 能 知道 区 域 中 各 点 在 各 个 时 
刻 的 温度 . 
许多 物理 规律 往往 能 够 表示 为 一 些 物理 量 及 其 偏 导 
数 之 间 的 等 式 关 系 . 例如 ， 在 物体 内 部 不 具有 热源 的 情 
况 下 , 它 的 温度 分 布 应 该 满足 
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这 里 a= 右 ,k 是 传 热 系数 ，Q 是 热 容量 . 


象 (2) 这 种 形式 的 方程 , 即 由 未 知 函 数 及 其 偏 导数 的 
等 式 所 构成 的 方程 , 称 为 偏 微 分 方程 . 

物理 学 中 出 现 了 许多 偏 微分 方程 .例如 , 当 声 波 在 空 
气 中 传播 时 ,如 果 忆 表示 压强 的 小 扰动 , 那 末 ! 就 满足 
+ 党 4 其 中 o>0 (3) 
这 里 a 是 声音 在 空气 中 的 传播 速度 .又 如 ,， 当 物 体 处 于 
热 稳定 状态 时 (也 就 是 说 , 它 的 温度 处 于 不 随时 间 而 改变 
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的 状态 ), 那 未 温度 ! 就 满足 方程 
By = 0. (4) 


面 介绍 的 (2)《3)、《4), 是 三 个 最 典型 的 偏 微分 方程 ， 
人 
热传导 方程 ,因为 它 来 自传 热 现 象 ;溶解 物 在 溶液 中 的 密 
度 u(t,x,y,z) 也 同样 地 满足 (2), 所 以 (2) 又 称 为 扩散 方 
程 方程 (3) 不 仅 可 以 用 来 表示 声波 ,也 可 以 用 来 表示 电 
磁 波 或 其 它 的 波动 ,一 般 称 为 波动 方程 .方程 (人 4) 称 为 拉 
普 拉 斯 (P. S. M. de Laplace) 方 程 , 或 称 为 调和 方程 , 它 
除了 表示 热 的 平衡 外 ， 也 可 以 用 来 表示 真空 中 静止 的 电 
磁场 ,经 典 的 引力 场 ,或 流体 的 某 种 稳 态 的 流动 ,等 等 . 

(2)、(3) 和 (4) 是 物理 学 中 最 早出 现 的 偏 微分 方程 ， 
对 这 三 种 方程 的 求解 ,能 够 解释 许多 物理 现象 ,有 重要 应 
用 . 所 以 , 18 世纪 以 来 ， 这 些 方程 就 成 为 重要 的 研究 对 
象 . 它们 被 认为 是 典型 的 数学 物理 方程 . 下面 就 从 如 何 
求解 这 些 典 型 的 偏 微分 方程 谈 起 . 


二 、 初始 值 问 题 


对 于 波动 方程 ,最 典型 的 求解 问题 是 初始 值 问题 ,或 
称 柯 西 (A. L. Cauchy) 问 题 . 这 就 是 : 求 波动 方程 (3) 的 
解 w, 使 得 它 满足 


{0,8,Y,2) = Wat,Yy,2), D700.Y,2) = L,Y,2): 《5 


(5) 称 为 初始 条 件 , 其 中 的 Wolx,y,z) .wi(X,y,z) 是 已 给 
的 函数 ,它们 分 别 表示 在 时 刻 i=0 时 波 的 形状 和 关于 
的 变化 率 . 

如 果 和 y、z 无 关 ， 也 就 是 说 只 有 两 个 自 变数 (t， 
X) 的 情形 , 方程 (3) 化 为 弦 振 动 方程 (这 是 讨论 紧张 着 的 


艾 的 横 振 动 而 产生 的 方程 ): 
0 (6) 
初始 条 件 (5) 化 为 
wl0,0) uD W050) =). 07) 
对 于 弦 振动 方程 我们 可 以 写 出 它 的 通 解 
w=f(7-at)+g(rs+ at), (8) 


这 里 了 和 8 是 两 个 任意 函数 , 但 要 求 它们 有 二 阶 连续 的 
导数 .(8) 的 推导 是 很 初等 的 ,只 须 作 变换 


E€=2-at、 n=2+at, (9) 
方程 (6) 就 化 为 吝 押 -=0, 它 的 通 解 就 取 形 式 =CE) + 


8(m)， 此 即 (8) 式 . (8) 式 的 意义 是 ， 弦 的 横 振 动 是 由 一 
个 向 右 传 的 波 f(x - at) 和 一 个 向 左 传 的 波 g(xX+ qt) 迁 
加 而 成 . Kx- at) 之 所 以 称 为 向 右 传 的 波 , 是 因为 : 4 = 
fx-at) 当 t 取 不 同 值 时 , uw 的 波形 总 是 一 样 的 , 但 以 速 
度 4 向 右 推移 .向 左 传 的 波 的 意义 和 此 类 同 . 

利用 初始 条 件 (7), 可 以 把 (8) 中 的 fg 决定 出 来 ,从 


而 得 到 求解 弦 振 动 方程 的 达 朗 贝尔 (J. L. RD'Alem 
berb) 公 式 ， 


+at 
w= MTTat) tul(vtat) 1 [ wwdr. (10) 
2 20 J ,a 


这 就 完全 解决 了 弦 振 动 方 程 的 初始 值 问题 . 

在 非 一 维 的 情形 ,问题 要 复杂 得 多 .这 时 ,可 以 利用 
储 里 叶 (J. B. J. Fourier) 变 换 ， 我 们 把 (x,y,z) 记 为 x= 
(X1,X2, Xs)» 又 记 6= (61,64,69)， 隙 数 1(x) = 了 (Xi, Xs， 
Xs) 的 傅 里 叶 变换 , 是 利用 下 述 公式 由 万 x) 而 得 到 三 的 
函数 1(&): 

F6)=| | 六 esmsaoerweandman， (11) 

式 中 Ex= EXi+Esxa+Esxsi 当 f(X1,Xs,Xs) 是 具有 连 

续 导数 (到 某 一 阶 为 止 ) 的 函数 ， 且 f 及 其 导数 当 Xx->oo 

时 相当 快 地 趋向 于 零 时 ， JE) 不 仅 有 意义 ,而 且 f(x) 也 

可 以 利用 万 E) 重 新 再 现 出 来 , 即 

Jo = | ft borat 12) 
(12) 称 为 储 里 叶 逆 变换 . 另外 ,我 们 还 有 

-j= sddsds, =1,2,3) 

(13) 

等 公式 ， 它 表明 求 导 运算 在 傅 里 叶 变 换 后 成 为 乘法 的 运 

算 


对 于 我 们 所 说 的 那 种 具有 良好 性 质 的 函数 ，(12)、 
(13) 是 容易 直接 验证 的 . 
用 傅 里 时 变换 求解 波动 方程 初始 值 问 题 的 基本 思想 
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是 

i. 对 方程 (3) 的 初始 条 件 (5) ,关于 变数 (x,y,z)( 也 
记 为 (Xi,Xs,x;)) 作 健 里 叶 变 换 ,从 而 (利用 性 质 (13)) 得 
到 含 参数 的 关于 t 的 常 微分 方程 的 初始 值 问 题 ， 


3 = (t+), (14) 
ai， 他 | ， =， G5) 
二 ， 解 常 微分 方程 的 初始 值 问题 (14) (15) ,从 而 得 

出 
Qbanks) = delss bb000s(a ED + Eba, bs) LD, 
(16) 


这 里 |E|=V 有 十 名 十 E 

诞 ， 作 久 (1,61,E,,5) 的 仿 里 叶 北 变换 , 得 出 所 求 的 
解 w(t,X1,Xs,Xs). 这 一 步 需要 作 复 杂 的 运算 (具体 运算 
过 程 这 里 从 略 ， 读 者 可 参看 有 关 的 著作 ， 如 [1])， 其 结 
果 是 


311 
4 (加 0) = 也 ea RR 


yp odd 
9 1 
= 可 (1 | ,or Dase) 


1 
+ ta(Z 二 7)dsot. (17) 


这 便 是 解 波动 方程 初始 值 问题 的 “ 泊 松 (S. D. B. 
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Poisson) 公式 ”*"， 式 中 1 是 用 向 量 表示 的 积分 变量 . dS5) 
(d5,,) 是 球面 | 中 =1(| 计 = at) 的 面积 元 素 . 特别 ， 在 最 后 
芍 表 达 式 中 ,积分 是 在 沿 以 x 为 中 心 , at 为 半径 的 球面 
(在 初始 平面 上 ) 处 进行 的 . 

从 公式 可 看 出 ,如 果 u。 具 有 直到 3 阶 的 连续 导数 ,ut 
具有 直到 2 阶 的 连续 导数 , 那么 , 所 得 到 的 u(t,x) 具有 
直到 2 阶 的 连续 导数 ， 并 且 ， 确 满足 方程 (3) 和 初始 条 
件 (5). 

这 种 方法 的 基本 思想 ,可 图 示 如 下 : 

t=t 解 wtyg) 人 (i,6) 

: 多 党 撒 分 方 各 

t=0 初始 条 件 voti- ae say 初始 条 件 &oy 2 

对 于 热传导 方程 (2), 也 可 用 同样 的 方法 得 出 初始 值 
问题 的 解 的 表达 式 , 但 此 时 初始 条 件 只 有 一 个 , 即 t= 0 时 
的 温度 


2(0,x) = (XxX) (18) 
解 的 表达 式 是 
二 -5 
w(t,xX) -za | ee + dé,désdé,, 
(19) 


式 中 (x -6)?= (Xi -£1)? + (Xs ~ £2)’+ (Xa ~ Es)’. 

可 以 验证 ， 只 要 uo《x) 是 有 界 的 连续 函数 ，u(t, x) 
在 t>0 就 满足 热传导 方程 ， 而 且 当 t>0 时 以 ko(x) 为 
极限 . 

(19) 中 出 现 的 函数 


1 -和 杀 
2 (20) 
称 为 热 核 . 在 数学 物理 、 概 率 论 和 其 他 许多 数学 问题 中 ， 


hv,é,t) = 


三 、 初 边 值 问题 


我 们 来 考虑 有 限 物体 的 温度 分 布 ， 设 该 物体 占据 3 
维 空间 的 一 个 有 界 区 域 2， 它 的 边界 328 有 一 定 的 光滑 
性 ,物体 所 处 的 环境 肯定 会 对 物体 的 温度 分 布 产生 影响 . 
如 果 物 体 表面 上 的 温度 是 已 给 的 , 即 

W(t,2)|se0 = g(t,%), (rE90) (21) 
这 里 g(t,x) 当 1>0、xe38 时 有 意义 . 那 末 ， 我 们 就 得 
求 在 [0,%) x Q( 即 1E[0,co) ,xe 82) 上 所 定义 的 W(t,Xx)， 
使 它 能 满足 方程 (2) ,初始 条 件 (18)、 以 及 在 边界 上 出 现 
的 边界 条 件 (21). 求解 这 样 的 既 有 初始 条 件 又 有 边界 条 
件 的 偏 微分 方程 的 问题 , 称 为 初 边 值 问题 . 

当 我 们 考虑 只 有 一 个 空间 变量 的 情形 , 即 上 和 》,z 
无 关 . 如 考察 一 根 细 棒 的 温度 分 布 ,假定 棱 周 围 (不 包括 
两 端 ) 处 于 绝热 状态 ,我 们 就 有 方程 和 初 边 值 条 件 如 下 ， 

Ca 


-0 =0, 


机 天 C22) 
W(t,0)=g9.(6)、 vl#,1) = g(t), (23) 


&w(0,z) = Uo(z)。 (0<z<I) (24) 
我 们 暂时 假设 gx(t) =9:(t) = 0 来 解 这 一 问题 . 
求解 的 步骤 是 ， 

i、 作 一 些 形 为 w(t,x)=T(t)X(x) 的 解 , 它 能 满足 
方程 (22) 和 边界 条 件 u(t,0) =wu(t,1)=0. 为 此 , 把 
=T(t)X(x) 代 入 方程 (22) ,我 们 就 得 到 

1 T(t) __ X’"(z) 


TD XD (25) 
这 里 和 必须 是 一 个 常数 ， 解 方程 
XX" -AX=0, (26) 


考虑 到 边界 条 件 X(0) =X(1) = 0, 这 个 解 必 须 是 


Xs) = msin SE, (= -有 Pi-12) (27) 


这 里 a 是 任意 常数 ， 再 解 T(t) ,从 而 得 到 所 需 的 特 解 


rlt,) = re tsin 3 ; (28) 


让， 由 于 方程 是 线性 齐 次 的 ,存在 着 迭 加 原理 ( 即 解 
的 常 系数 线性 组 合 仍然 是 解 )， 我 们 希望 选取 适当 的 ou， 
使 


W(t, 2) = D3 Wx = D3 ap et sn (29) 
ca El [4 


是 所 求 的 解 ， 和 初始 条 件 (24) 相 比较 ,可 见 
2&(0,Z) = wo(2Z) = 己 Gx sin Yo. 
因而 cx 必须 取 wo(x) 关 于 [0, 如 中 的 完备 正 交 函数 系 


[im -和 鞋 x 的 传 里 叶 系数 , 即 取 


1 
Qk = 3| ao(z) sin2ada (30) 
D 


就 可 以 了 . 

若 uo(x) 是 连续 函数 ,Wo(0) = te(D) = 0( 在 边界 上 初 
始 条 件 和 边界 条 件 相 容 ), 那 末 可 以 验证 所 求 得 的 表达 式 
确 是 所 需要 的 解 . 它 可 以 形式 地 表达 为 


wt 0) = ht wolEyaE, (31) 
而 
h(tsv,€) = sin 好 sin 蔡 . (32) 
如 果 边 界 条 件 不 是 0, 可 以 将 未 知 函 数 作 变换 , 使 边界 条 
件 为 0, 而 方程 化 为 非 齐 次 的 ， 
各 -ft). (33) 


这 时 解 d=wi+us, 其 中 mm 满足 齐 次 方程 、 原 边界 条 件 
和 初始 条 件 ; 而 ws 满足 非 齐 次 方程 、 零 边界 条 件 和 有 零 初 
始 条 件 . wi 已 经 求 得 , ws 可 以 有 它 的 表示 式 

ao) = fh, ,a ar= [wd ro)dr， 

(34) 

式 中 的 W(t ~7T,x) 是 热传导 方程 ( 齐 次 ) 在 [Fr,ce)x [0 如 
的 解 (7 二 0), 在 X=0.1 时 满足 零 边 界 条 件 , 在 :t=7 时 满 
足 初 始 条 件 4(T,x) = f(T,x).(34) 确 满足 (33), 这 是 可 
以 直接 验证 的 . 这 种 利用 齐 次 方程 的 解 来 作出 非 齐 次 方 
程 的 解 的 方法 , 称 为 杜 哈 默 尔 (M. J. Duhamel) 原 理 ， 它 
也 适用 于 波动 方程 以 及 其 他 更 复杂 的 方程 . 
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以 上 的 求解 初 边 值 问题 的 方法 , 称 为 分 离 变 量 法 ,或 
称 为 储 里 叶 方法 ,这 是 法 国 数学 家 伟 里 叶 提出 来 的 , 它 促 
成 了 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 积 分 理论 的 成 长 ， 对 数学 及 其 
在 各 个 领域 中 的 应 用 产生 了 重要 的 作用 . 
对 于 有 三 个 自 变数 的 情形 ,也 可 以 运用 分 离 变 量 法 . 
这 时 我 们 要 写 出 w= 了 T(t)X(x), 这 里 X(x) 是 定义 在 区 
域 Q 的 函数 , 且 应 满足 边界 条 件 
(v2)|se20=0. (35) 
此 外 ，X(0) 应 该 满足 
4 和 = 入 工 . (36) 


于 是 ,问题 归结 于 求 (36) 在 (35) 条 件 下 的 非 零 解 问题 . 和 
一 个 自 变 量 的 情形 相 类 似 , 这 只 能 对 一 些 特殊 的 和 值 ( 称 
为 特征 值 ) 有 非 零 解 ( 称 为 特征 函数 )， 在 解 出 了 这 种 特 
征 值 问题 后 ， 我 们 也 可 照样 建立 起 初 边 值 问题 的 解 的 表 
达 式 . 

求解 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 问题 ， 是 数学 上 的 一 个 
重要 问题 ， 对 于 某 些 特殊 区 域 (如 球 , 圆 柱 体 ), 相 应 问题 
可 以 利用 特殊 函数 显 式 地 解 出 . 

对 于 热传导 方程 , 除 (21) 之 外 ,还 可 以 依 不 同 的 物理 
条 件 提供 其 他 类 型 的 边界 条 件 ,例如 


Qu 
Dn 


= g(t,5), (37) 


ZE20 


Du \ 
( 当 + oe) ,=9069， (38) 


这 里 过 -是 关于 39 的 外 法 线 导数 ，o 是 定义 在 39 上 的 


非 负 函 数 ， 它 们 所 相应 的 初 边 值 问题 也 可 以 利用 和 上 面 
相应 的 办 法 求解 . (21) 称 为 第 一 类 边界 条 件 ， 或 犹 利克 
雷 (P. G. Dirichlet) 式 边界 条 件 ; (37) 称 为 第 二 类 边界 条 
件 , 或 诺 依 曼 (G. Neumann) 式 边界 条 件 ;(38) 称 为 第 三 
类 边界 条 件 , 或 罗 宾 (Robin) 式 边界 条 件 . 

对 于 弦 振 动 方程 ,也 可 以 同样 地 提出 初 边 值 问题 .但 
这 时 初始 条 件 有 两 个 , 而 函数 T(t) 应 满足 的 方程 是 二 阶 
的 ， 

Tr + KasT =0. (39) 

这 时 , 解 的 表达 式 是 


uv,t)= 5 (a COs 2 
k=l 


L 
其 中 


hrat \ kx 


sin Sin 
i 


， (40) 


Ce = 3 引 wal)sin Eaé, 
0 


B=) ésin Ea. (41) 
利用 传 里 叶 级 数 的 性 质 ,可 以 看 到 ,如 果 Ve(x)EC",ra(X) 
ec’, 

to(0) =&o(1) =29(0) = (Lb) =u(0) =%,(L) =0, (42) 
所 求 出 的 v 确 是 问题 的 解 . (42) 实 际 上 是 初始 条 件 和 边 
界 条 件 的 一 种 相 容 性 . 

对 于 波动 方程 ,也 可 以 参照 热传导 方程 的 作法 ,而 把 
初 边 值 问题 归结 到 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 问题 . 
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四 、 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 


如 果 考 虑 在 一 定 边界 条 件 ( 和 上 无 关 ) 下 物体 温度 的 
稳 态 分 布 问题 ,就 要 考虑 在 边界 条 件 


2&|zezo=9g(7) (ZE30) (43) 
下 求解 拉 普 拉 斯 方程 
Ca Ou A 
i= 3 + EE + = 0 (44) 


这 种 问题 称 为 狄 利克 雷 问题 (相应 地 ,也 有 诺 依 曼 问 题 和 
罗 宾 问 题 ). 

先 讨论 两 个 自 变数 (x, y) 的 情形 ， 并 先 对 单位 圆 求 
解 狄 利克 雷 问题 ， 利 用 极 坐 标 (r ,9) , 拉 普 拉 斯 方程 可 写 
为 


ow 1 1 9%w 


dtr a tr = (45) 

边界 条 件 为 
w(1,0) =g(0). (46) 

仍 利用 分 离 变量 法 , 置 
4=R(7)0(0), (47) 
从 而 得 到 

G"+MB=0， (48) 
Rt+7rR -AR=0. (49) 


@ 关于 6 应 是 以 27 为 周期 的 函数 ,所 以 只 能 有 


A=P, (k=0,1,.,n,.…) (50) 
相应 的 特征 函数 是 


1 
9,= Zo» 


©@, = cos hkO + brsin £6. 
以 (50) 代 入 (49)， 所 得 的 线性 方程 是 容易 解 出 的 .为 使 


(51) 


解 在 原点 正则 ,我 们 取 : 
Re=rs, (k=0,1,2,.,7,"") (52) 
因而 解 的 表达 式 为 
wr,0) = -+ Sr cosng +b,sinnO). (53) 


考虑 到 边界 条 件 ，ao .ak .bl、… 应 是 9(6) 的 傅 里 叶 系数 ， 
we gig)eos npdp, 
(54) 
b= 二 | gl9)sin ngdg. 
代入 (53) 式 ,经 计算 后 ,得 到 圆 的 狄 利克 雷 问 题 的 泊 松 公 
式 
工 一 92 
1+92~ 27C0S(O — pe 
可 以 验证 ， 当 9(9p) 是 连续 函数 时 , u(r,0) 在 单位 圆 盘 
r<1 上 连续 ,在 单位 圆 内 解析 , 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 . 
在 平面 上 , 我们 注意 到 w 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 充 要 
条 件 是 它 是 复 变数 x+iy 的 解析 函数 的 实 部 (或 虚 
部 ); 据 此 ,可 以 利用 复 变 函数 来 讨论 平面 上 的 拉 普 拉 斯 
方程 . 例如 ,可 以 利用 各 种 解析 函数 ， 写 出 许多 特 解 来 . 
特别 ,我 们 知道 ， 如 w(z) = U(X,y)+iv(x,y) 是 Zz 的 解 
14 


2 
(7,0)= 去 | g(9) (55) 


析 函 数 , 又 z=f(E)=f(o +it) 是 解析 函数 ,并 把 它 写 成 
VD=2(0,7), Y=Y0,T), (56) 

那 末 u(x(0,T),y(0,7)) 是 解析 函数 w(z(E)) 的 实 部 , 因 
此 关于 (0,T) 也 是 调和 的 . 所 以 ,平面 上 的 调和 函数 在 共 
形 映照 (56) 下 仍然 成 为 调和 函数 .这样 ， 如 果 求 解 平面 
上 一 个 单 连通 区 域 的 狄 利克 雷 问题 ， 可 以 利用 共 形 映照 
的 黎 曼 定理 ， 把 它 化 成 单位 圆 上 的 狄 利克 雷 问题 而 得 到 
解决 .因而 ,利用 复 变 函数 可 以 解决 许多 实际 问题 . 

求解 空间 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问题 ， 并 没有 复 
变 函 数理 论 可 以 使 用 . 但 我 们 现在 已 有 很 多 种 方法 来 解 
决 这 一 问题 .在 许多 时 候 , 有 奇 性 的 特 解 起 很 大 的 作用 ， 
比如 说 

7 VY AEE TAA CE 7 
如 把 它 看 成 x 的 函数 , 在 x 半 x 时 ， 它 就 是 拉 普 拉 斯 方 
程 的 一 个 解 , 而 x=x 时 却 有 这 个 函数 的 奇 性 出 现 . 设 
是 某 一 有 界 区 域 , 作 积分 


wr) =| 


(57) 


f(%) 
po rT(VT) 2 
其 中 fx) 是 在 区 域 8 中 的 满足 霍 尔 德 (9. H6lder) 条 件 
的 函数 , 即 满足 
jz) — f(r)|<ely -|®, 
其 中 & 是 不 大 于 1 的 正 实数 . 那 末 , 可 以 证 明 :在 2 中 ， 
u(x) 满 足 


(58) 


Mu (x) = -4rF (2). (59) 
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(59) 称 为 泊 松 方程 . 所 以 ,积分 (58), 得 出 泊 松 方程 的 一 
解 ,而 在 区 域 2 外 ,成 立 
如 =0， (60) 

即 得 出 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 2 也 可 以 是 无 界 区 域 ， 但 这 
时 对 f(x) 要 添加 一 些 要 求 ,使 积分 (58) 仍 然 有 意义 . 

(58) 的 物理 意义 是 静电 (或 质量 ) 的 分 布 入 x) 所 产 
生 的 静电 势 ( 引 力 势 ). 

对 特殊 区 域 ,如 单位 球 , 它 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 也 有 
显 式 的 表示 :对 球面 坐标 为 (0,6,9p) 的 点 ， 


u(p,0,9) -在 0-trrer my 1» 《61) 


这 里 (9。,qo) 是 积分 的 变 元 , 是 球面 坐标 ， 积 分 在 单位 球 
面 上 进行 ,cosy 是 方向 (0,9) 和 方向 (9。,9o) 交角 的 余 
弦 . 当 f(0。,9o) 连 续 时 , u(P,9,9) 在 球 内 满足 Au =0， 
到 边界 连续 ,边界 值 为 
wu(1,9,9) = f(0,9). (62) 
对 于 一 般 区 域 的 狄 利克 雷 问 题 ， 其 解法 可 参阅 有 关 
的 专著 ,如 [2] . 


五 、 唯 一 性 和 适 定性 


我 们 讨论 了 一 系列 的 求解 问题 ,得 出 了 解 的 公式 .在 
得 出 公式 时 ,有 时 我 们 只 是 证 明 这 公式 将 提供 一 个 解 ,而 
16 


未 必 能 说 明 这 个 解 就 是 唯一 的 解 . 对 于 数学 物理 中 的 问 
题 来 说 ， 如 果 解 没有 唯一 性 ， 那 末 问 题 的 想法 就 不 够 完 
备 ,因为 我 们 不 知道 如 何 从 中 选取 合用 的 解 ， 因 此 ,对 于 
一 个 偏 微分 方程 的 求解 问题 ,往往 还 要 考虑 它 的 唯一 性 . 
对 波动 方程 的 初始 值 问题 ， 它 的 唯一 性 可 以 从 能 量 
估计 得 出 ， 设 (te,x9?) 是 4 维 时 空中 的 一 点 (如 >0) , 锥 面 
(2 — 02)2+ (m2 — 9) + (wa 一 02)2=C2(E 一 加 )2 (63) 
称 为 “以 (t,x") 为 顶点 的 特征 锥 面 . 用 1= 0 和 t=t 截 
这 个 特征 锥 面 , 得 到 锥 台 2Q,, 其 上 底 记 为 S,， 下 底 记 为 
S。 这 里 0< 刀 <t. 如 果 4& 满足 波动 方程 


Ca Ca ，D2 
Et 


(64) 
乘 以 -39 ,我 们 有 
去 训 (各 ) + 访 *( 问 )}-e{ 癌 ( 仇 问 ) 
3 /ou Au 3 /2k 2v 
Dm (再 Dw; )+ Dm (和 死 。 )}= 
在 2,, 上 积分 此 式 ， 再 把 它 化 为 上 底 、 下 底 和 侧面 的 积 
分 . 可 以 验证 ， 在 侧面 上 的 积分 >0( 它 表示 在 82, 的 便 
面 上 能 量 是 外 流 的 ), 所 以 成 立 
pede 
<| {( 且 ) +@? >) (法) jaaanan (66) 


这 个 式 子 称 为 能 量 不 等 式 , 它 的 物理 意义 是 在 t= 时 5, 
上 的 波动 总 能 量 不 超过 t=0 时 S。 上 的 总 能 量 . 


(65) 


车 波动 方程 的 初始 值 问题 有 两 个 解 wm 和 &2， 仿 
了 =142 -122， 那 末 , 在 t=0 时 w=0, 依 (66) 就 有 SS, 上 


on _ 


ou EE g 234 _ 
Br ”0 ax 0 但 刀 是 任意 的 ,所 以 整个 Q. 上 ar = 


0， -=0, 因 而 在 0,。 上 uw 是 常数 ,但 +=0 时 4=0, 所 


以 在 82。 上 w=0(0<ti<t?). 因为 (t,x") 是 任意 的 ， 
所 以 处 处 有 w=0， 即 w=w”?， 这 就 证 明了 解 的 唯一 
性 . 假定 x->% 时 的 导数 较 快 地 一 0, 由 (65) 得 


人 (人 ) 这 on 


-| {( 且 ) +a? 立 (CE (67) 


这 就 是 能 量 守 恒 原理 . 这 里 ,积分 是 在 (Xi1,xs,Xxs)ER* 中 
进行 的 ,我 们 假定 t=0 时 右边 的 积分 是 有 限 的 . 

用 能 量 原理 ,同样 可 证 明 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 .这 
种 唯一 性 的 证 明 的 物理 来 源 , 是 能 量 的 守恒 ， 

对 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问 题 ， 下 面 用 另外 的 方 
法 证 明 它 的 解 的 唯一 性 . 

为 此 ， 先 证 明 调和 函数 的 平均 值 定理 , 设 & 在 一 点 
Xo 附近 调和 , 则 


wm) -mr ea)d8， (68) 
式 中 的 积分 是 在 以 x。 为 中 心 的 球面 上 进行 的 ,这 里 p 充 
分 小 ,使 得 24 在 Sp 所 包围 的 区 域 中 是 调和 的 . 
设 v 是 任 一 二 次 连续 可 微 的 函数 , 则 成 立 
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3 Qu 20 
0-odu= 习 刺 -(o 到 -下 )-vao. (69) 


今 不 妨 设 x。 为 原点 , 取 v=1, 在 Sp 所 包围 的 球体 上 积 
分 ,并 把 它 化 为 面积 分 ,我 们 得 到 
of a (70) 


再 在 (69) 中 取 u= 工 , 当 x 关 0 时 成 立 


r’ 
/ 1 
1 2& 2 ] 


加 2 
2 a Bn) 
把 此 式 在 Sp 和 Sp, 所 围 成 的 区 域 中 积分 (0<p1<p)， 
并 把 体积 分 化 为 面积 分 ,又 利用 (70) 式 ,我 们 就 有 


Dr- Bp 人 vas， 

令 pi->0, 就 得 到 所 要 证 明 的 平均 值 定理 
从 平均 值 定理 ,可 以 推出 如 下 的 极 值 原理 :如 果 函 数 
& 在 区 域 9 内 调和 ,u 在 9 内 部 取 到 极 大 什 ( 极 小 值 ), 屠 
来 1 必须 是 常数 . 这 是 因为 。 如 果 在 内 部 某 一 点 xo 取 
到 极 大 值 ,假定 它 在 x。 周围 不 是 常数 ， 对 某 一 Sp, 其 上 
必 有 WW<u(%。)， 且 必 有 点 x， 使 U(x)<u(xo)， 这样 
吏 7|。4(X)ds 就 会 小 于 u(xs)， 这 和 平均 值 定理 巴 
盾 . 所 以 ,在 xu 的 一 个 邻 域 , w 必须 为 常数 ,只 要 Sp 在 
@ 之 内 . 如 果 X 是 中 任意 一 点 ,把 x' 和 x 用 一 根 
曲线 C 相 联结 , 必 存在 一 个 数 p1, 使 得 在 曲线 C 上 的 每 
点 为 心 .以 ma 为 半径 作 球面, 此 球面 必 落 在 2 内 现 以 

19 


%o 为 心 ,pi 为 半径 作 Sp1, 记 Xi 为 CNSp: 的 一 个 交点 ， 
那 末 必须 有 U(X1) =U(Xo), 辐 样 可 以 作 Xs,Xa，…… ， 从 
而 能 证 明 &Cx') =&(xo) ,因而 W(x) 必须 为 常数 . 

现 设 有 界 闭 区 域 8 的 狄 利克 雷 问 题 有 两 个 解 w ”和 
2 , 那 末 &= 2 -42 在 8 内 也 是 调和 通 数 ,而 且 4 在 边 
界 上 取 值 为 0. 如 果 妈 不 是 0, 它 的 最 大 值 和 最 小 值 至 少 
有 一 个 不 是 0, 而 且 是 在 内 部 取 到 ， 但 这 时 4 必须 是 常 
数 ,由 于 忒 连续 ,这 个 常数 又 必须 是 0, 这 就 发 生 矛 盾 , 因 
而 唯一 性 证 毕 . 

极 大 值 原理 也 可 以 有 它 的 物理 解释 : 如果 以 表示 
物体 如 上 的 温度 的 稳定 分 布 ， 如 果 在 物体 内 部 温度 不 是 
常数 , 且 有 一 温度 最 高 的 点 , 那 末 这 点 的 热量 便 会 向 周围 
流 去 ,物体 不 可 能 保持 稳定 的 温度 分 布 . 

对 于 热传导 方程 ， 也 有 类 似 的 极 值 原理 . 以 具有 自 
变数 (t,x) 的 齐 次 方程 为 例 ， 对 在 0<x<1, 0<t<sT 中 
热传导 方程 的 解 (到 边界 上 连续 )， 其 极 大 值 (和 极 小 值 ) 
必须 在 这 矩形 的 底 或 侧 边 上 取 到 . 可 以 从 热 的 传播 性 质 
而 作 这 样 的 设想 ， 其 数学 证 明 可 参看 有 关 的 教科 书 [1] . 
利用 这 极 值 原理 ， 照 样 可 证 明 解 的 唯一 性 . 因 对 同一 初 
边 值 问题 ,如 有 两 个 不 同 的 解 , 那 末 其 差 在 矩形 的 底面 和 
两 侧 必 为 零 ,因而 它 的 极 大 值 和 极 小 值 均 为 零 , 所 以 它 本 
身 必 须 为 零 , 即 解 为 唯一 . 

对 连续 有 界 的 初始 条 件 ， 热 传导 方程 初始 值 问 题 的 
有 界 解 是 唯一 的 ,如 果 除 去 有 界 性 这 一 条 件 ,唯一 性 并 不 
能 保持 , 见 [31. 
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迄今 为 止 所 叙述 的 那些 定 解 问题 ,都 有 解 的 存在 性 、 
唯一 性 .此 外 ,由 解 的 各 种 表达 方式 可 见 , 如 初始 条 件 或 
边界 条 件 ( 有 时 要 求 它 的 某 些 导数 ) 作 微小 的 变动 时 ， 解 
的 变动 也 是 微小 的 ,这 称 为 “ 解 对 于 定 解 条 件 的 连续 依赖 
性 ”, 满 足 这 三 个 性 质 的 定 解 问题 称 为 适 定 的 定 解 问题 . 

对 有 些 定 解 问题 ,虽然 解 也 存在 且 唯 一 ,但 并 不 满足 
对 定 解 条 件 的 连续 依赖 性 . 例如 对 拉 普 拉 斯 方程 


作 初 始 值 问题 ,其 初始 条 件 是 


ws,0)=0, 

六 (0) = 去 sin nw, 
它 具 有 唯一 的 解 

Us(V,Y) = 二 Sin ng sh ny 。 

k>0 时 , 当 ms 时 初始 条 件 趋向 于 零 ; 但 对 >>0 的 点 ， 
例如 x= 子 , 选 n 为 + 1 当 jco 时 子 序列 (uas} 在 
(Xx,y) 点 会 趋 于 oo, 所 以 解 并 不 连续 地 依赖 于 初始 条 件 ， 
这 一 类 问题 ， 称 为 不 适 定 问题 .人们 原来 认为 数学 物理 
中 的 问题 必须 是 适 定 的 ,但 现在 看 法 有 了 改变 ,不 少 有 意 
义 的 应 用 问题 (如 探矿 中 的 问题 ), 就 是 不 适 定 问题 ， 
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六 、 线 性 偏 微分 方程 的 分 型 研究 


在 对 各 个 线性 方程 分 别 研究 的 基础 上 ， 逐 步 形成 了 
线性 方程 的 分 型 理论 和 一 般 理论 . 

在 表述 线性 方程 时 ,常用 下 述 记号 :用 x= (Xi,Xs，…， 
x) 表 独立 变数 ， 用 a= (a1,0s,…,a,) 表 复 合 指标 ,其 中 
ci. 均 非 负 整 数 ,|al = 04+…+0wy 记 ,= 十 吉 i， 
六 = D3D%*…Ds* ， 线 性 偏 微分 方程 的 一 般 写 法 是 

Th = ,Du = (71) 


式 中 马 是 关于 满足 la|<p 的 一 切 a 作 和 ,A。(x} 是 x 的 
的 已 知 函 数 ,w 是 未 知 函 数 , 了 是 已 知 函 数 . 式 中 出 现 的 
未 知 函 数 的 导数 最 高 阶 数 是 m 阶 , 这 个 方程 就 称 为 m 阶 
的 ,而 
L= 0 (72) 
就 称 为 m 阶 线性 微分 算 子 . 对 应 独立 变数 x= (Xi,…， 
X,)， 有 它 的 对 侦 变 数 6= (61,…,6,), 又 记 台 =E2 8 
< ,我 们 称 
oz(x,€) = ,AE (73) 
为 “ 算 子 工 的 主 符 ”". 事实 上 , 它 是 撒 取 了 工 的 m 阶 导 
数 项 再 把 所 有 的 D, 改 成 & 而 得 出 的 , 它 是 & 的 多 项 式 . 
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例如 ,对 拉 普 拉 斯 方程 来 说 , 主 符 是 oj = -2… 5:. 对 
波动 方程 来 说 , 把 自 变数 t 取 为 x,， 其 它 空间 变量 取 为 
X14，"… Xs-1s 主 符 是 6 +… +E1_1 一 &: ( 假 设 4a=1). 热 
传导 方程 的 主 符 是 如 +… + 有 3-i, 但 不 包含 扎 . 

二 阶 方程 的 主 符 关于 三 是 二 次 型 . 利用 这 一 点 ， 可 
给 出 二 阶 方程 的 分 型 定义 , 我 们 取 (X1,… ,Xx,) 为 自 变数 ， 
则 二 阶 方程 


2 
Tu= Zax) 元 治 + oo 到 ao =f 〈74) 
的 主 符 是 
0 = Tay WEL. (75) 


如 果 在 一 点 (或 一 区 域 中 每 点 ): 

(i) oz 是 正定 〈 或 负 定 )， 称 方程 为 在 该 点 (或 该 区 
域 ) 是 椭圆 型 的 ,其 典型 是 拉 普 拉 斯 方程 . 

(ii) cz 特征 值 的 符号 是 (+，…+ ,一 ) 或 (一 ,一 ， 
… 一 ,+ ), 称 方程 在 该 点 (或 该 区 域 ) 为 双 曲 型 的 ,其 典型 
是 波动 方程 . 

(证 ) os 有 一 个 特征 值 为 零 ,其 余 特征 值 同 号 , 称 方 
程 在 该 点 (或 该 区 域 ) 为 抛物 型 的 ,其 典型 是 热传导 方程 

(iv) 如 果 在 一 区 域 中 在 某 些 部 分 方程 是 双 曲 型 的 ， 
又 在 某 些 部 分 方程 是 椭圆 型 的 ， 而 在 其 余地 方 方 程 是 描 
物 型 的 ， 那 末 这 种 方程 称 为 混合 型 的 ,最 典型 的 例子 有 


特 里 谷 米 (F.Tricomi) 方 程 : 


它 在 上 半 平 面 是 椭圆 型 的 ,下 半 平 面 是 双 曲 型 的 ; 又 如 萍 
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斯 曼 (A.Busemann) 方 程 
2 OW Ou 9 Du _ 
(Un 


它 在 单位 圆 内 为 椭 贺 型， 单位 圆 外 为 双 曲 型 .这 两 个 方 
程 在 空气 动力 学 中 都 有 重要 的 应 用 . 
线性 方程 的 一 个 发 展 途径 ， 是 尽 可 能 地 完善 二 阶 方 
程 的 各 种 理论 ， 并 将 其 推广 到 高 阶 去 . 现在 分 别 作 些 叙 
述 ， 
1. 椭圆 型 方程 
二 阶 的 椭圆 型 方程 的 理论 ， 已 相当 完整 . 设 (73) 在 
具 一 定 光滑 性 边界 的 有 界 区 域 上 是 椭圆 型 的 ， 三 种 边 值 
问题 都 已 解决 . 以 狄 利 克 雷 问题 而 言 ， 我 们 考察 齐 次 的 
边界 条 件 |,o =0 的 特征 值 问 题 
TU = 和 Xi， (78) 
其 中 入 是 参数 ,主要 的 结论 是 : 
(i) 除了 一 个 离散 的 序列 入 < 和 ,<… < 和 <… 外 (h 
称 为 特征 值 或 固有 值 )， 齐 次 的 狄 利克 雷 问 题 具 有 平凡 
解 w = 0; 当 和 是 特征 值 时 ,问题 有 有 限 个 线性 无 关 的 解 
(过) 车 Lu= 0 的 齐 次 狄 利克 雷 问题 只 有 平凡 解 w= 
0, 那 末 LU = 了 的 狄 利克 雷 问题 有 唯一 解 , 若 Lu =0 的 齐 
次 狄 利克 雷 问 题解 不 是 唯一 的 ， 那 末 存 在 有 限 个 适当 的 
线性 无 关 的 函数 pi(x) ,使 Lu=f 有 解 ( 解 显然 不 是 唯一 
的 ) 的 充 要 条 件 是 
人 renaz=o， (79) 
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这 结果 已 推广 到 高 阶 方程 ,甚至 高 阶 方程 组 .在 (71) 
中 ,如 是 m 元 素 的 列 向 量 ,，f 也 是 m 元 素 的 列 向 量 ， 
4-(x) 是 mxm 阵 , 我 们 就 有 一 个 由 m 个 方程 构成 的 ， 
m 个 未 知 函数 的 方程 组 .这 时 ， 照 样 可 以 定义 它 的 主 符 
为 


osxsb) sD Ax)E. (80) 


但 oz(x, E) 现在 已 是 mxm 阵 了 . 如 果 对 一 切 6 
(0,…,0),0.(x,E) 是 非 退 化 的 ,方程 组 就 称 为 椭圆 型 的 ， 
对 于 一 般 的 椭圆 型 方程 组 的 边 值 问 题 ， 可 以 提出 相当 一 
般 性 的 边界 条 件 , 称 为 罗 巴 丁 斯 基 (Lopatsinski) 条 件 . 
且 对 于 相应 的 边 值 ,上 述 结果 仍然 成 立 . 

也 可 以 在 微分 流 形 上 研究 椭圆 型 算 子 ， 如果 流 形 是 
紧 致 无 边 的 ,ker 工 是 Zu = 0 的 解 所 成 的 线性 空间 ,coker 工 
是 指 (79) 中 9:(x) 的 独立 的 个 数 . ker 工 和 coker 工 的 维 
数 (都 是 有 限 数 ) dimker L - dimcoker 称 为 椭圆 算 子 工 
的 指标 (Index 工 )， 阿 蒂 亚 〈(M. F. Atiyah) 和 辛 格 (I 
Singer) 证 明了 Index 工 是 一 个 拓扑 不 变量 , 并 能 给 出 它 
的 表达 式 . 

椭圆 算 子 的 一 个 很 好 的 特征 ， 是 它 的 解 的 解析 性 和 
光滑 性 ;车 f 和 4。(x) 是 解析 ， 那 未 它 的 解 就 是 解析 的 ， 
车 了 和 A。(x) 是 无 限 次 可 微 的 〈 记 为 C")， 那 末 它 的 解 
也 属于 C~. 具有 后 一 类 性 质 的 偏 微分 算 子 , 比 椭 同型 方 
程 要 广泛 得 多 , 称 为 亚 椭圆 算 子 . 

2. 双 曲 型 方程 


当 Qus EE 为 正定 的 二 次 型 时 ， 


Cad C4 


dm = 3 Qiy Da 十 Se 3 +auotf (81) 

关于 (81) 的 初始 值 问题 和 各 种 初 边 值 问题 ， 解 的 存 
在 性 和 唯一 性 都 已 获得 完整 的 证 明 . 如 (81) 右 边 还 包括 
含 涉 及 x， 的 二 阶 导数 , 问题 也 可 解决 , 但 初始 值 所 在 的 
曲面 要 有 一 定 的 限制 , 否则 x, 未 必 能 作为 时 间 参 数 的 类 
似 . 

双 曲 型 方程 的 理论 也 可 以 扩充 到 高 阶 的 情形 . 对 于 
方程 (71) ,其 主 符 0.《(X,&E) 仍 由 (73) 所 定义 .如果 存在 一 
个 非 零 向 量 T, 使 


or(x, E+\T)=0 (82) 
对 所 有 5, 关于 入 只 有 实 根 ， 那 末 方 程 就 称 为 双 曲 型 的 ; 
车 对 所 有 5 和 关 0, 这 个 方程 关于 入 只 有 实 根 且 无 重 根 ， 那 
末 就 称 它 为 狭义 双 曲 型 的 . 对 于 常 系数 的 双 曲 型 方程 和 
狭义 双 曲 型 方程 ， 初 始 值 问题 的 适 定性 是 成 立 的 . 至 于 
变 系数 的 具 重 特征 的 〈 即 有 重 根 ) 的 双 曲 型 方程 ， 其 初 
始 值 问题 也 有 许多 研究 ,情况 比较 复杂 . 我 们 已 经 知道 ， 
对 于 m 阶 偏 微 分 方程 ， 为 使 具 m 个 初始 值 的 方程 的 初始 
值 问题 是 适 定 的 ， 那 末 方 程 必须 是 双 曲 型 的 . 在 适当 的 
边 值 下 ,也 可 讨论 初 边 值 问题 . 
同样 ,也 可 研究 双 曲 型 方程 组 .其 中 有 一 类 特别 重要 
又 较 易 处 理 的 一 阶 方程 组 , 称 为 对 称 双 曲 组 , 它 具 有 形式 
用 + 了 4, 了 +Bu-f， (83) 
式 中 4, 是 对 称 阵 ，B 是 任意 阵 . 数学 物理 中 许多 重要 
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的 方程 ,如 麦克 斯 书 (J. C. Maxwell) 方 程 . 狄 拉克 方程 等 
等 ,都 以 它 为 特殊 情形 . 这 种 方程 组 可 以 有 重 特征 ,其 初 
始 值 问题 ， 初 边 值 问题 都 已 得 到 很 好 的 解决 . 但 它 还 未 
能 包括 一 般 的 一 阶 双 曲 组 . 

3. 抛物 型 方程 

二 阶 抛物 型 方程 的 一 般 形式 是 


= Au, (84) 


其 中 4 是 二 阶 的 椭圆 型 算 子 ， 其 初始 值 问题 和 初 边 值 问 
题 的 适 定性 均 已 解决 . 当 A 是 高 阶 椭圆 型 算 子 时 ， 人 情况 
已 基本 弄 清 .此 外 ,对 于 高 阶 的 抛物 型 方程 组 ,也 已 有 许 
多 研究 .抛物 型 方程 的 一 个 特点 ,是 它 的 解 当 t->co 时 有 
比较 好 的 收敛 性 , 其 极限 成 为 椭圆 型 方程 的 解 , 因而 , 有 
时 利用 抛物 型 方程 来 讨论 椭圆 型 方程 . 

对 抛物 型 方程 ， 还 可 研究 不 定 边 界 问题 .例如 冰 的 
溶化 问题 . 冰 和 水 的 传 热 系数 不 同 , 所 以 在 冰 和 水 所 占 的 
区 域 中 方程 的 系数 不 同 ， 且 在 (t，x) 平 面 上 冰 和 水 的 分 
界线 是 待定 的 ,在 这 一 分 界线 上 温度 为 0"C, 但 溶解 时 要 
放 热 ( 结 冰 时 则 吸 热 ), 形 成 了 两 个 在 未 定 边界 上 的 条 件 . 
对 于 这 类 问题 ,已 有 很 好 的 研究 . 其 实 , 对 于 其 他 类 型 的 
方程 ,也 各 有 其 相应 的 不 定 边 界 问题 . 如 水 波 的 表面 , 激 
波 的 传播 等 等 ,难度 一 般 是 较 高 的 . 

4. 混合 型 方程 

特 里 谷 米 方程 (76) 的 基本 边 值 问题 是 对 由 曲线 CA 
BC 所 围 成 的 区 域 中 求解 . 这 里 4.B 两 点 在 x 轴 上 ， 

2. 


AB 是 在 上 半 平 面 上 的 曲线 弧 ，AC 和 BC 是 方程 在 下 
半 平 面 的 特征 曲线 , 即 由 
dv? + ydy =0 (85) 

所 定义 的 曲线 , 边界 条 件 是 在 AC 和 AB 上 给 定 函 数 
的 数值 .这 种 边 值 问题 称 为 特 里 谷 米 问题 ， 基 本 上 由 特 
里 谷 米 所 解决 . 

消 斯 曼 方程 可 以 通过 变换 ， 使 在 单位 贺 内 成 为 拉 普 
拉 斯 方程 ,单位 圆 外 化 为 波动 方程 ,从 而 可 以 求解 气体 力 
学 中 所 需要 的 许多 边 值 问题 . 

多 变数 的 混合 型 方程 到 本 世纪 50 年 代 才 开始 有 人 
研究 ,最 早 解 出 的 边界 问题 是 针对 广义 的 蒲 斯 曼 方程 


2 cn ) + 已 2oor 到 -aa +1)u=f, (86) 
其 中 a 是 常数 .对 这 一 类 方程 ,可 以 对 包含 单位 球 的 闭 区 
域 @ 求解 ,但 @ 的 切 平面 不 能 和 单位 球 有 公共 点 .事实 
是 : 设 1 充分 光滑 , 当 a> -号 +[ 瑟 ]+2 时 ,存在 (86) 在 
9 内 的 唯一 的 C* 解 ,使 满足 两 个 已 给 的 边界 条 件 


Du 
&|ao= Yo, Ei (87) 


当 a< -立时 ,方程 只 存在 唯一 C* 解 , 即 不 能 再 给 任何 
边界 条 件 . 

这 些 性 质 到 比较 一 般 变 系数 二 阶 方程 的 推广 ， 以 及 
到 高 阶 混合 型 方程 的 研究 ,都 还 是 最 近 的 成 果 

在 研究 混合 型 方程 时 ,一 阶 正 对 称 方程 组 
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ha Bu- f 


理论 是 重要 的 工具 ,这 里 4, 是 对 称 阵 , 又 要 求 


C=B1B*- De 
i 


是 正定 阵 . 许多 二 阶 双 曲 型 、 椭 圆 型 方程 的 边 值 问题 都 
可 以 化 成 这 种 方程 组 ， 因 而 这 一 理论 是 对 古典 分 型 的 一 
个 突破 . 


七 、 线 性 偏 微 分 方程 的 一 般 理 论 


一 阶 线性 偏 微分 方程 具有 形式 
w= Bf (88) 


其 中 4,、B 均 为 已 知 函 数 . 这 种 方程 事实 上 属于 双 曲 型 
方程 ,可 用 特征 线 法 解 出 , 即 归 结 为 解 常 微分 方程 组 


de du 
x)， 旷 +Bu=f. (89) 


前 面 nt 个 关于 x, 的 方程 组 的 解 , 称 为 特征 线 . 设 A: 关 0， 
初始 值 给 在 Xx; =0 所 定义 的 平面 上 , 那 末 , 过 x:=0 上 
每 一 点 的 特征 线 是 能 够 唯一 地 确定 的 ， 沿 这 根 特 征 线 的 
函数 w 的 数值 是 由 解 最 后 的 一 个 方程 定 出 . 

对 于 任意 阶 数 的 方程 组 ， 当 所 有 的 系数 都 是 解析 函 
数 时 ， 具 一 定 标准 形式 的 方程 组 的 初始 值 问题 解 的 存在 
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性 可 由 古典 的 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (C. B. KoBanmeBC- 
Kag) 定 理 给 出 . 以 -- 阶 情形 为 例 , 若 方程 具 形 式 


3 甸 = 忆 4 Bt (90) 


式 中 A'.B.f 均 为 (t,x) 的 实 解 析 子 数 ， A' 和 B 是 mx 
m 阵 沁 了 是 mm 列 向 量 . 初始 条 件 为 
2&(0,5) = OZ) ， (91) 

g(x) 也 是 解析 函数 , 那 末 这 个 初始 值 问 题 一 定 存在 唯一 
的 解析 解 . 人 们 可 首先 利用 解 的 震级 数 展开 而 得 出 它 的 
形式 解 ， 然 后 可 以 利用 某 些 技巧 来 证 明 这 寡 级 数 的 收敛 
性 ,但 解 的 定义 区 域 一 般 是 小 范围 的 . 

关于 这 种 方程 在 C" 类 中 (或 C! 类 中 ) 的 解 的 唯一 性 问 
题 ， 在 A'\B 为 解析 的 情形 是 成 立 的 ( 填 尔 姆 格雷 恩 (E. 
Holmgren) 定理 ). 当 A'、B 只 是 C” 函数 时 , 解 的 唯一 
性 定理 只 有 在 一 定 条 件 下 才能 成 立 . 

在 现代 的 偏 微分 方程 理论 中 ， 广 泛 地 使 用 了 近代 的 
分 析 工 具 , 各 种 各 样 的 泛 函 空间 被 引入 了 ,其 中 主要 有 

i 广义 函数 (又 称 分 布 ) 定义 在 R" 中 的 具 紧 致 支 
集 的 C”" 的 复 值 函 数 的 全 体 记 为 也 .这 里 ,一 个 函数 p(x) 
的 支 集 是 指点 集 {x;p(x) 关 0} 的 闭 包 . DD 中 画 数 序列 
{9,} 收敛 于 9 的 意义 是 : 存在 一 个 紧 集 5， 使 9, 的 支 
集 都 在 k 内 ， 而 且 对 一 切 复合 指标 c，D“g, 一 致 收敛 
于 D"p. 所 谓 广义 函数 1, 就 是 指 在 D 上 的 线性 连续 泛 
函 , 其 值 用 f,9> 表 示 . 例如 ,车 了 是 可 积 函 数 , 则 它 是 一 
个 广义 函数 ,由 
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Cf ,9 -| f(s)9(m)ap, (92) 


所 定义 (有 时 ,我 们 也 把 广义 函数 了 写成 入 x), 即使 它 不 
是 可 积 的 函数 ) .又 如 9 函数 也 是 一 个 广义 函数 ,由 
《6,9>=9(0) (93) 
所 定义 . 对 一 个 广义 函数 f, 可 以 作 它 的 任意 阶 导数 , 其 
定义 是 
Drf, p>=(-1)!°1Cf, Drp>. (94) 
此 外 ,广义 函数 和 一 个 C” 函数 a(x) 的 乘积 ， 也 是 一 个 
广义 函数 ,其 定义 为 《af,g》= <f,ap> .从 而 ,一 个 线性 微 
分 算 子 作用 于 一 个 广义 函数 是 有 明确 意义 的 ， 由 此 就 可 
以 把 偏 微分 方程 的 解 的 意义 大 大 地 加 以 扩充 ， 即 把 满足 
方程 的 广义 函数 (未 必 是 普通 的 具有 连续 的 导数 的 函数 ) 
定义 作 方 程 的 一 种 广义 解 . 又 ， 方 程 (88) 的 右 端 了 也 可 
以 取 为 广义 函数 ,特别 可 选 为 6 函数 . 那 末 ,Lu =6 的 解 
就 称 为 算 子 工 的 基本 解 . 例如 
Lu=6 (95) 
就 有 解 
lr n>2 
| Ce ， (96) 
oO, 是 R" 中 单位 球面 的 面积 . 
如 万 x) 是 一 个 广义 函数 , 可 以 定义 它 的 平移 ， 记 为 
f(x 一 a). 它 也 是 一 个 广义 函数 ,其 定义 是 
《jz-c)，2(z)>=《JGz)，2(C+GC)>， (97) 
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如 果 天 x) 是 可 积 函 数 ,这 和 (92) 是 一 致 的 .对 于 9 函数 ， 
我 们 有 
C60 -0), 9(5)> =9(0). ” (98) 
此 外 ， 还 可 以 定义 某 些 满足 一 定 条 件 的 广义 函数 的 传 里 
叶 变 换 ,以 及 两 个 广义 函数 的 卷 积 ,等 等 ， 它 们 都 是 研究 
线性 偏 微 分 方程 一 般 理论 的 有 效 工具 
ii 索 伯 列 夫 (C. I. Co6ones) 空间 设 吕 为 及 "中 
的 一 个 区 域 , 对 于 C"(9) 中 的 函数 了 x), 可 以 定义 它 的 
索 伯 列 夫 范 数 【fw;: 
Wws={ BD}, 1<p<%, (99) 


式 中 | 1 是 指 熟 知 的 局 范 数 .把 函数 集 C"(2) 依 此 范 数 
完备 化 , 就 会 得 到 一 个 巴 拿 赫 空间 , 称 为 索 伯 列 夫 空间 ， 
记 为 Wn(8). 在 p=2 时 , 它 是 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 空 
问 ， 索 伯 列 夫 空间 Ws 中 的 元 素 是 上 的 函数 , 它 的 元 
崇 有 广义 函数 意义 下 的 到 mm 阶 为 止 的 偏 导 数 , 即 

Df, p=(-D)'"f, Dp>, lal<m, (100) 
对 一 切 支 集 在 8 内 部 的 C"(2) 中 的 函数 p 成 立 ， 而 且 
D"f 是 Lo 可 积 的 . 此 外 , 设 8 是 有 界 区 域 ,边界 没有 太 
强 的 奇 性 , 还 成 立 如 下 的 媒 入 定理 : 如 果 mp>n,W,， 
中 的 元 素 在 2 具有 ij 阶 连续 导数 , 即 Wa,; (8)cCi(6). 
事实 上 ,嵌入 定理 还 包括 其 它 的 各 种 结论 ,此 处 就 不 叙述 
了 . 对 于 一 个 微分 算 子 ， 有 时 也 先 设 法 利用 泛 函 分 析 的 
定理 ， 先 证 明 属于 Wn,， 的 某 种 意义 下 的 广义 解 的 存在 
性 ,然后 再 利用 嵌入 定理 ,断定 它 为 CCG) 中 的 函数 .如 
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果 j> 偏 微分 算 子 的 阶 数 ， 那 末 就 会 得 出 古典 意义 下 的 
解 的 存在 性 . 

这 两 种 常用 的 泛 函 空间 ， 在 偏 微分 方程 理论 中 经 常 
出 现 . 事实 上 ,在 前 一 节 所 叙述 的 理论 中 ,有 许多 也 是 利 
用 泛 函 方法 得 出 来 的 . 

考察 常 系数 的 偏 微分 方程 

Iu= BADu=1, (101) 


式 中 4。 是 常数 , 1 是 具 紧 支 集 的 广义 函数 ,这 就 是 说 ,对 
于 支 集 在 某 一 紧 集 之 外 的 D 中 元 素 9, 常 有 <f,9> = 0. 对 
于 (101) ,一 个 主要 的 结果 是 :(101) 容 有 广义 函数 解 ， 特 
别 地 , 当 f=6 时 , 常 系数 微分 算 子 工 的 基本 解 作为 广义 
函数 是 存在 的 . 这 个 定理 以 及 一 系列 讨论 基本 解 的 性 质 
的 结果 ,使 常 系数 偏 微分 算 子 的 理论 得 到 了 重大 的 进展 . 
这 些 结果 也 同样 适用 于 常 系数 方程 组 . 

一 般 说 来 ,即使 右边 项 f 是 C” 函数 , 它 的 广义 函数 
解 & 也 未 必 是 C” 的 . 例如 ,对 C” 的 


Qu 
=f (102) 


的 一 般 解 是 

w= {fest do + gba, sm), 
这 里 9(x:，…，x。) 可 以 取 R"? 中 的 任何 广义 函数 ， 它 
一 般 就 不 会 是 C” 的 . 前 已 说 过 ,如 果 对 一 切 属于 C” 的 
f, w 必须 属于 C~， 则 算 子 称 为 亚 椭圆 的 . 常 系数 偏 微 
分 算 子 为 亚 椭圆 的 条 件 比 较 清楚 ,这 就 是 算 子 工 的 全 符 
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号 了 = .已 4. 有 如 下 性 质 ; P(E+ 说 )= 0 和 合十 说 | 
列 涵 il->co .椭圆 性 条 件 满足 这 一 性 质 .又 如 热传导 算 子 
iD 一 习 D? ,对 应 的 全 符号 是 证 。:a 一 加 名 ， P(E +in) 
=i(E, 1 +iné,r) 一 3 (& +im,)*， 它 满足 亚 椭圆 性 的 条 
上 面 已 说 过 , 常 系数 的 偏 微分 方程 ,在 广义 函数 范围 
内 一 定 是 有 解 的 ， 人 们 曾经 设想 把 这 个 结果 推广 到 变 系 
数 的 情形 ,然而 ， 汉 勒 维 (H. Lewy) 发 现 了 一 个 有 名 的 
例 ， 他 所 考察 的 方程 是 
-iDu+ Dw— 2(%, +i)Ds =f, (103) 
这 里 w 是 复 值 的 函数 . 如 果 了 是 解析 函数 , 由 柯 西 - 柯 
瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ,存在 解析 解 . 使 人 们 感到 意外 是 ,他 
证 明了 对 某 些 函数 fEC", 在 R* 的 任意 小 的 非 空 子 集 
中 ,这 个 方程 不 存在 解 ,即使 是 广义 函数 解 也 不 存在 . 这 
就 使 人 们 认识 到 变 系数 方程 和 常 系数 方程 的 根本 差异 . 
存在 一 大 类 变 系 数 的 线性 偏 微分 方程 ， 它 们 形式 上 属于 
柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 那 种 正规 的 形式 ,但 在 任何 一 个 小 
邻 域 中 , 连 广义 函数 类 中 解 也 不 存在 . 也 就 是 说 ,这 种 方 
程 不 存在 局 部 可 解 性 . 这 一 结果 ， 引 起 了 关于 偏 微分 算 
子 (对 任何 右边 项 f ) 的 局 部 可 解 性 的 系统 研究 . 
在 线性 偏 微分 方程 的 研究 中 ， 傅 里 时 变换 仍然 是 一 
个 十 分 重要 的 工具 . 人 们 可 以 把 微分 算 子 P(x,D) 写 成 


P(w.D)u= Pl(w, EE) er 0 (104) 


7 wr| 
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的 形式 ， 这 里 有 (8&) 是 由 (11) 所 定义 的 丸 的 健 里 叶 变 换 . 
这 里 的 P(x,E) 关于 5 是 多 项 式 . 但 如 把 P(x,E) 换 成 
x\E 的 适当 的 函数 a(x,E)， 就 会 得 到 线性 微分 算 子 的 一 
个 实质 性 的 推广 , 即 引进 了 拟 微 分 算 子 

| e606). (106) 
当 a(Xx,E) 为 适当 的 ,、 仅 依赖 于 的 函数 时 ,Au 称 为 奇异 
积分 算 子 .《106) 式 中 的 函数 a(x,E) 称 为 “ 拟 微 分 算 子 
4 的 符号 ”可 以 证 明 , 在 一 定 意义 下 ， 拟 微分 算 子 关于 
线性 运算 与 复合 运算 构成 代数 ， 它 正 与 符号 关于 线性 运 
算 与 某 种 乘法 运算 所 构成 的 代数 同 构 . 这 样 ， 一 个 偏 微 
分 方程 的 性 质 , 往 往 可 以 利用 其 符号 进行 研究 ,或 加 以 表 
述 . 前 面 ,我 们 在 讨论 偏 微分 方程 的 分 型 时 , 正 是 这 样 做 
的 . 在 线性 偏 微分 方程 的 一 般 理论 中 ， 这 一 思想 更 为 突 
出 ,而 且 发 挥 了 更 多 的 作用 . 

将 偏 微分 算 子 P(x,D) 的 主 符 记 为 pw(x,E)， 若 在 
(xoyEo) 点 pu(Xo,Eo) =0, 但 Vepu(xoyEo) 天 0， 则 称 算 子 
P(x,DD) 为 主 型 算 子 . 利用 拟 微分 算 子 作为 工具 ,人 们 已 
对 主 型 偏 微分 方程 的 局 部 可 解 性 问题 和 柯 西 问题 的 唯一 
性 作出 了 较 满意 的 回答 . 

在 构造 双 曲 型 方程 柯 西 问题 解 的 表达 式 时 ， 会 遇 到 
形 为 


Au= 


es A (105) 


的 算 子 . 其 中 s(t,x,&) 是 满足 一 定 条 件 的 5 的 齐 一 次 
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FL) = 


闹 数 ,(105) 称 为 傅 里 时 积分 算 子 ， 它 是 拟 微分 算 子 的 一 
个 重要 的 推广 . 它 可 用 于 建立 不 同 拟 微分 算 子 之 间 的 变 
换 关系 ,本 身 也 有 许多 很 有 兴趣 的 性 质 , 现 已 成 为 偏 微分 
方程 研究 的 一 个 有 力 的 工具 . 


八 、 非 线性 偏 微分 方程 的 来 源 


在 许多 力学 和 物理 学 的 问题 中 ， 出 现 的 偏 微分 方程 
是 非 线 性 的 . 也 就 是 说 ， 它 关于 未 知 函 数 及 其 导数 不 是 
线性 关系 . 例如 ,在 热传导 的 问题 中 ,有 时 传 热 系数 不 是 


常数 ,而 是 温度 的 函数 , 那 末 热 传导 方程 就 是 
ou 


ED A 

(107) 

这 是 一 个 非 线性 的 方程 在 讨论 热平衡 状态 时 ,我 们 有 
ER 机 (oo)-。 

(108) 


它 也 是 非 线性 的 . 
在 流体 力学 中 ， 描 述 粘 性 气流 的 方程 是 纳 维 (L. M. 
H. i 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes) 方 程 , 其 形式 如 下 
部 + 号 2 = 0,( 连 续 性 方程 


9 


0 -5w7 + 3z， (动量 方程 ) (109) 
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a ur\ 1 9 aT 1 3 
1 EL + 全 < 村 
各 (07+ 生 )- 沁 ("各 +P)+ 沁 各 ， 
(能 量 方程 
式 中 
d 9 2 
+a ， p=Rp7, 


Du Du 2 
w=7( E37 + EE Eu Re) + 了 3 Er 


这 里 p 是 流体 密度 , 4 = (wi,ws,Us) 是 流速 ，T 是 温度 ， 
7,6 是 粘性 系数 , 入 是 传 热 系 数 , P 是 压强 ，C, 是 定 压 
比 热 ,R 是 气体 系数 , T, 是 表示 粘 澡 力 的 张 量 . 

当 流体 为 不 可 压缩 时 , Pp 为 常数 ; 又， 我 们 不 计 温度 
的 变化 ， 那 未 (109) 化 为 不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 


Bull du 1 9p / 
= 0， a - 方 可 -+h (109’) 


又 , 当 流 体 为 可 压缩 ,但 粘性 和 热传导 可 略 而 不 计时 ， 它 
| 


2 dvs a op 
+ 也 ?， 劳 - -去 名, 守 - 


i S 人 所 有 这 些 情况 ,方程 都 不 是 线性 的 . 
弹性 力学 的 大 变形 理论 ， 电 磁 流 体力 学 ， 爱 因 斯 坦 
(A. Einstein) 的 引力 场 方程 , 描述 基本 粒子 相互 作用 的 
杨 (杨振宁 )- 米 尔 斯 (R. S. Mills) 方 程 等 等 , 都 是 非 线性 
方程 . 
在 微分 几何 中 ,也 出 现 许多 非 线性 的 偏 微分 方程 . 例 
如 ,曲面 z= fx,y) 是 极 小 曲面 (这 总 是 指 面积 积分 的 第 
37 


(109”) 


一 变 分 为 0) 的 偏 微分 方程 是 


(1+92) 人 一 229s+ (1+22)8= 0， (110) 
这 里 
9z 9z Da2z Bd _ 9% 
?= 


(110) 的 意义 是 曲面 的 平均 曲率 及 =0. 在 物理 上 , 张 于 
一 闭 曲 线 上 的 肥皂 液 所 成 的 膜 , 必 为 极 小 曲面 ( 因 存 在 表 
面 张 力 , 使 其 面积 化 为 极 小 ) . 
又 , 若 要 求 总 曲率 为 已 给 函数 的 曲面 ,问题 化 为 求 
解 蒙 日 -安倍 尔 方程 
Tt—s=f (2,Yy,2, p,q) (111) 
的 某 些 特殊 情形 . 
(107)~(111) 都 是 非 线性 方程 ， 其 中 (109) 是 方程 
组 . 但 是 ，(107)~(110) 对 最 高 阶 的 导数 来 说 是 线性 的 
(其 系数 可 以 依赖 于 未 知 函 数 及 其 非 最 高 阶 的 导数 )， 所 
以 其 非 线性 程度 还 不 算 非 常 高 , 称 为 拟 线性 的 . (111) 的 
非 线性 程度 比较 高 ,有 时 也 称 为 真正 非 线 性 的 . 此 外 ,也 
=f (st) 
它们 的 最 高 阶 导数 部 分 纯粹 是 线性 的 ， 这 种 方程 常常 称 
为 半 线 性 方程 . 
在 线性 偏 微分 方程 的 理论 中 ， 也 会 产生 非 线性 偏 微 
分 方程 . 例如 ， 对 于 个 未 知 函 数 的 N 个 线性 方程 所 
成 的 方程 组 
Lu i Let) Du= (112) 
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我 们 可 以 定义 它 的 特征 方向 (x, 5) 是 在 点 x 的 法 线 方向 
&, 它 满足 

det | 六 4 =detloz(%,€)| = 0. (113) 
如 果 一 个 (n 一 1) 维 超 曲 面 S$， 其 法 线 方向 处 处 为 特征 方 
向 , 那 末 这 个 超 曲 面 就 称 为 特征 超 曲面 ,其 意义 是 如 果 
在 S 上 给 定 4 及 其 到 m1 阶 的 导数 的 数值 ,由 方程 本 
身 不 能 唯一 地 决定 出 m 阶 导数 的 数值 . 如 果 我 们 在 一 
超 曲 面 的 两 侧 方程 组 (112) 有 和 解 ， 且 它们 的 (m -1) 阶 导 
数 沿 这 超 曲 面 连续 ,但 m 阶 导数 有 第 一 类 的 间断 , 那 末 这 
超 曲 面 称 为 方程 组 的 弱 间 断 超 曲 面 . 从 上 面 的 定义 可 
见 ， 弱 间断 超 曲面 必然 是 特征 超 曲面 . 特征 的 概念 对 于 
偏 微分 方程 是 十 分 重要 的 、 基 本 的 概念 . 从 (113) 可 见 ， 


如 果 函 数 9 满足 非 线性 偏 微分 方程 
det| BD Aes)pew| =0, (114) 
_/a9\"/ap\” /3g )\™ 
这 里 vo=( 冲 ) Ea …( 强 ) ， 那 末 
p= const 


就 是 特征 超 曲面 .特别 地 ,对 于 波动 方程 , 它 的 特征 超 曲 
面 由 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 


(这 ) 六 (六 人) 
决定 . 


总 之 ; 非 线 性 偏 微 分 方程 在 物理 学 , 力学, 以 及 数学 
本 身 , 都 有 非常 重要 的 作用 ; 但 是 , 它 也 是 非常 复杂 的 对 
象 . 
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九 、 求 特 解 方法 举例 


对 于 非 线 性 偏 微分 方程 ,已 经 有 许多 求 特 解 的 方法 . 
有 时 ,这 种 方法 是 很 有 效 的 . 下 面 举 一 些 例子 . 
i. 不 可 压 流体 的 势 流 
对 于 定常 的 不 可 压 流 的 欧 拉 方 程 , 即 
ew 问 + 如 = 了 六 -0， (115) 
假定 存在 函数 ,使 得 


Vv 


3 
,= (116) 


这 种 流体 称 为 有 势 流 . 这 时 ,9 必须 满足 拉 普 拉 斯 方程 
4p= 0. (117) 
从 而 (115) 的 第 一 套 方程 就 给 出 


p= - 生 台 (好)】+0. (其 中 oO 是 常数) (118) 


这 样 ,我 们 就 可 以 利用 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 得 出 (115) 的 
许多 很 有 用 处 的 特 解 ， 它 们 在 流体 力学 中 有 很 多 重要 的 
作用 . 

让 ， 极 小 曲面 方程 

对 于 极 小 曲面 方程 ,可 以 利用 一 些 特殊 的 假定 ,然后 
能 把 偏 微 分 方程 化 为 常 微分 方程 来 求解 ， 作 出 它 的 一 些 
特 解 . 如 
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1. 令 z= 了 人)， 得 到 z= tan-: 写 ，( 螺 线 面 ) 

2. 邻 z=f (wxi+y”), 得 到 z=cosh 1w 2 十 全 
(县 链 面 ) 

3. 令 z=j(x) +g(?)， 得 到 z=logSos2 ，( 肖 尔 克 


COSX 
(Sherck ) 曲 面 ) 

此 外 ， 极 小 曲面 方程 还 有 很 有 趣 的 化 为 线性 方程 的 
方法 , 据 此 可 得 出 方程 的 通 解 . 这 方法 可 以 简 述 如 下 : 假 
设 曲面 写成 参数 表示 的 形式 ， 

0 和 =W(L0)， Y=YU,V), 2=2(U,0). (119) 
又 假设 w.v 是 曲面 的 等 温 参 数 , 即 成 立 
(总 ) +( 盐 ) (起 ) -( 茵 ) +( 总 ) +( 郭 ) ， 

00 90 Wy 2 2 22 (120) 

Nt a Dv! a do 
这 种 参数 的 存在 ， 一 - 般 是 某 些 椭 圆 型 方程 组 局 部 可 解 性 
的 推论 . 用 几何 的 方法 可 知 , 为 使 曲面 的 平均 曲率 为 零 ， 
其 充 要 条 件 是 x(w,V)、y(U,v)、z(u,v) 都 是 调和 函数 ， 
因而 它们 都 可 表示 为 解析 函数 的 实 部 ， 再 考虑 到 (120)， 
就 会 得 到 极 小 曲面 的 埃 耐 倍 尔 (Enneper)- 外 尔 斯 特 拉 斯 
(K. T. W. Weierstrass) 表 示 : 


s=Re{3| /0-042), 
y= Re 全 rasopeh， 
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==Ref| fgdt), (121) 
这 里 6=w+ 记 ,9 是 5 的 解析 函数 . 
iii. 能 变换 成 线性 方程 的 非 线 性 方程 
有 些 非 线 性 偏 微分 方程 ， 能 通过 一 定 的 变换 化 成 线 
性 方程 来 求解 ， 这 里 举 出 几 个 例子 ， 
1. 对 比尔 吉 斯 (J. M. Burgers) 方 程 (在 流体 力学 的 
简化 模型 中 出 现 ) 
Wt + Us = Nhss, (122) 


令 &=ue 代入 ,再 关于 x 积分 一 次 ,就 得 到 


ot = 和 yna。 (123) 
再 令 
v= —2Any, (124) 
就 导出 了 线性 的 热传导 方程 
:= Na (125) 


这 种 变换 称 为 堆 普 夫 ( 世 . Hopf) 变 换 . 
2. 对 微分 几何 中 有 重要 作用 的 刘 维 尔 (J. Liouville) 
方程 
Ce 


37 (126) 
设 wu 是 偏 微 分 方程 
5 30 (127) 
的 解 , 那 末 作 偏 微分 方程 组 


4 


’ + 
128 
Nw aw 2 (128) 


是 2 Ft) 到 
Wb . 《B= 常数 ) 


通过 计算 可 见 ，& 必定 是 (126) 的 解 . 由 于 (127) 的 解 总 
可 写成 必 = 蕊 x) +9(7)，(128) 可 以 彻底 解 出 ， 从 而 得 
到 列 维尔 方程 的 通 解 
w=2ln exp(f (») -9(y)) 
|expf (wav+ 吉 |exp —g(W)ay 


| (129) 


这 种 变换 是 后 文 还 要 提 到 的 贝克 隆 特 (A. V. Backlund) 
变换 的 一 个 特例 . 
3. 速度 图 法 . 以 一 维 气体 动力 学 方程 为 例 ,我 们 假 
定 气 体 是 无 粘性 的 ,保持 均 炳 ,状态 方程 为 p= Ap7( 其 中 
4.? 是 正常 数 , ?>1) ,原来 的 方程 是 
prt (pL),=0, 
(130) 
Wt w+ p= 0 
这 里 ， 下 标 表 示 求 导 . 引入 黎 曼 (G. F. B. Riemann ) 不 
变量 


"= 二 (+) s=4 (ur), (131) 
这 里 a= 名 =V 5957 是 音速， 可 以 把 (130) 化 成 


Tt Uta)rs=0, s+(U-a)s=0. (132) 
所 谓 速度 图 法 ,就 是 作 变换 ， 使 未 知 函 数 (r,s) 成 为 独立 
变数 ,独立 变数 (tx) 成 为 未 知 国 数 .在 A=tiX, 一 bx, 取 0 
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的 假定 下 ,我 们 有 


人 J? = (133) 
这 就 把 (132) 化 成 线性 方程 组 
De= Uta v= (02)t,. (134) 


出 4=7 一 sa= 吉 (7 一 1)(r+s),(134) 是 一 个 线性 的 广 


程 组 ;并 且 , 利 用 Xx,, = x,,, 我 们 还 可 消去 x 而 得 出 


La 到 - 二 了 
+ 的 =0，( 其 中 we= 二 2 于) 


这 称 为 泊 松 - 欧 拉 (〈L. Euler)- 达 布 (J. G. Darboux) 方 
程 . 特别, 当 7=-3N 二 二 (其 中 入 =1,2,…) 时 ,1=, 广 
程 具有 通 解 形式 


#(7,3) = 大 十 


加 十 (135) 


7 


Caosad WE AL) of _g(s) 
7 二 | (T+8)™ ]: | (T+8)™ | (136) 


N=1,2,3 相应 于 ?= 3, 本 ,二 ， 这 些 都 是 气体 力学 中 的 
重要 情形 . 

4. 勒 让 德 (A. M. Legendre) 变换 法 . 以 两 个 未 知 
函数 时 为 例 ， z=f(X,y). 以 了 =z。.q=Z 代替 x、y 为 
自 变数 , 又 以 由 = px+4y -2 为 新 的 未 知 函数 . 在 ri- 
53 闫 0 的 情况 下 ,这 种 变换 是 有 意义 的 ， 这 时 还 成 立 

7 Ss \/ bop Don 1 0 
人 jig el 小 
据 此 ,下 述 形式 的 二 阶 拟 线性 方程 
A(p,g)r 2B(p,q)s+C(p,9)t=0 
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就 可 化 为 线性 方程 
OCp,g) prs —2B(p,g) boo t+ A(P,q) poy = 0. 
例如 , 极 小 曲面 方程 化 为 
(1+ 9°) poo + 2pqqdpg + (1 + 9°)poa =0. 
空气 动力 学 二 维 定常 等 箭 流 的 方程 
(22 一 22)G。 -240G + (2 一 02)Goy = 0， 
(w=B,， v=B，C 是 4,% 的 函数 》 
可 以 线性 化 为 
(O° — ?por + uvhuo + (OC — v0) Pus = 0, 
而 得 到 许多 应 用 . 
又 如 ,闵可夫 斯 基 (H. Minkowski) 空间 的 极 值 曲面 
(由 五 =(0 定义 ) 方 程 
(1—-p)t+2pgS + (1-g)r=0 
可 以 线性 化 为 
(1 一 入 )dop ~ 2pqpoa t+ (1— gq)pa=0, 
它 属 蒲 斯 曼 方程 系列 ,可 以 具体 地 解 出 . 

iv. 对 称 降 维 法 . 在 几何 或 物理 上 出 现 的 偏 微分 方 
程 ,时 常 有 某 种 对 称 性 . 比如 说 ， 一 个 方程 有 球 对 称 性 ， 
我 们 就 可 以 求 仅仅 依赖 于 7 = vw x7+ y+Z 的 函数 的 解 ， 
这 样 就 导 得 了 常 微分 方程 (或 方程 组 )、 对 于 广义 相对 论 
的 方程 ,利用 了 球 对 称 性 , 就 得 到 了 每 瓦尔 茨 西 尔 德 (ML 
Schwarzschild) 解 ， 起 了 很 大 作用 . 爱 因 斯 坦 方程 的 准 
确 解 大 多 也 都 是 利用 群 不 变 的 性 质 ( 即 对 称 性 ) 作 出 的 . 

在 物理 学 .力学 中 的 许多 方程 , 常 有 时 空 尺度 变换 下 
的 不 变性 ， 也 就 是 适当 的 相似 变换 下 的 不 变性 . 这 种 不 

45 


变性 已 被 用 来 求解 许多 有 意义 的 问题 ， 发 生 强 爆炸 后 的 
球形 冲击 波 的 传播 就 是 一 个 例子 . 

以 上 的 事项 说 明 ， 虽 然 求 解 非 线性 偏 微分 方程 难度 
很 大 ， 但 人 们 从 针对 各 种 有 意义 的 问题 的 长 期 的 研究 中 
已 经 积累 了 许多 求 特 解 (严格 解 ) 的 方法 , 求 出 这 种 特 解 ， 
对 于 解释 各 种 物理 现象 ， 进 行 工 程 设 计 以 及 考验 各 种 计 
算 方法 和 近似 方法 是 否 有 效 ,都 有 很 大 的 作用 .这 些 方法 
的 一 部 分 ， 来 自 几何 的 或 代数 的 思想 . 微分 几何 的 一 些 
经 典 研究 ， 到 今天 仍然 是 非 线 性 偏 微分 方程 求解 方法 的 
源泉 ,而 运用 代数 方法 ,还 会 对 偏 微分 方程 的 求解 带 来 新 
的 面貌 . 

应 该 指出 ,在 解决 应 用 问题 时 ,最 重要 的 还 是 数值 计 
算 ， 


十 、 某 些 一 般 性 的 经 典 研究 


在 这 里 ， 我 们 简单 介绍 一 下 有 关 非 线性 方程 的 一 些 
较为 经 典 的 结果 . 它们 往往 归结 于 求解 常 微分 方程 组 ， 
或 者 只 是 在 解析 函数 领域 中 有 结果 . 但 所 得 的 解 只 能 是 
局 部 的 ,也 就 是 说 只 能 在 一 点 的 附近 有 效 ， 

1. 一 阶 方程 

考察 非 线性 偏 微分 方程 

F(z,y,2,p,9) = 0， (137) 
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(p,4, -1) 是 代表 解 的 积分 曲面 的 法 线 方向 ，(x，y，2， 
了 ,9) 为 满足 (137) 的 点 和 方向 , 称 为 积分 元 素 . 

作 常 微分 方程 

名 =- 甩 ， 虹 =- 岂 ， 作 =ph+gF, 

(138) 
ph +h), = ght TD). 
容易 见 到 ， 沿 这 组 方程 的 积分 曲线 (以 xX、y.z、.p、9 为 未 
知 函 数 ),F 取 常 数 . 因此 ,如 初始 值 (Xo,y。o,zo,po,4。) 使 
下 = 0， 那 末 沿 这 条 曲线 有 下 =0. 这 种 曲线 在 三 维 空间 
的 解释 是 : 它 是 一 条 曲线 ,并 在 曲线 上 每 点 (x,y,z) 都 带 
一 曲面 方向 (p,q, -1), 被 称 为 特征 带 ,(137) 的 每 一 解 曲 
面 都 由 其 上 的 特征 带 所 构成 , 即 曲 面 由 一 系 曲线 构成 , 沿 
每 一 曲线 连同 此 曲线 上 点 《x,y, z) 解 曲面 的 方向 〈p， 
9g, 一 1) 就 是 特征 带 ， 相反 地 ,给 一 根 一 般 位 置 的 曲线 C: 
X= X(t).y=y(t)、z=Z(t), 又 作出 p=p(t)、4q=4(t)， 
使 满足 dz = pdx + qdy 及 (137) 式 ( 设 由 这 二 式 可 以 定 出 
DCt).4(t)), 车 X(t) ,y(t),z(t),p(t), q(t) 不 是 特征 带 
中 的 元 素 ， 那 末 过 C 的 各 点 以 x(t)、 3(t)、 z(t)、pP(1)、 
q(t) 为 初始 条 件 作 特征 带 , 就 会 得 到 包含 C 的 一 个 积分 
曲面 , 即 方程 (137) 的 解 曲 面 . 

特别 , 如 方程 不 含 z, 不 考虑 (138) 的 第 三 个 方程 ,就 
得 到 哈密 顿 (W. R. Hamilton)- 雅 可 比方 程 组 

wh, Ym, Mh, Mh (139) 


又 如 方程 为 拟 线性 的 , 即 方程 为 
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Alz,Yy,2) p+ B(s,Y,2)9 + CT,Yy,2) = 0. (140) 
我 们 可 以 只 考虑 (138) 的 前 三 个 方程 , 即 
0 (141) 


从 而 可 以 定义 特征 曲线 ,而 能 用 特征 曲线 作出 解 曲面 . 

这 些 论述 完全 可 以 推广 到 nr 个 自 变数 的 情形 .所 以 ， 
一 个 未 知 函 数 的 单个 非 线性 偏 微分 方程 的 局 部 解 理 论 是 
完整 的 ,可 以 归结 到 常 微分 方程 组 的 求解 问题 . 

2. 超 定 方程 组 和 完全 可 积 性 

一 个 方程 组 ,如 其 未 知 函 数 的 个 数 少 于 方程 的 个 数 ， 
就 称 为 超 定 的 . 最 简单 的 例子 是 


2x 2z 
By) = Byo2)， (142) 


如 果 它们 有 解 ， 利 用 起 2 = 二 2， 还 必须 成 立 


94 34 39B 3B 
可 + 亚 A (143) 


《143) 如 果 恒 等 成 立 , 那 末 就 称 (142) 为 完全 可 积 . 这 时 ， 
求解 (142) 的 问题 就 化 为 求解 常 微 分 方程 的 问题 我们 
在 Puo(xo,?yo) 点 给 定 z 的 值 ZosP(X,y) 是 Po 的 一 个 邻近 
点 ,把 PoP 用 可 微分 的 曲线 弧 C (例如 直线 ) : x =x(t)， 
?=y?y( 切 联结 起 来 ,使 = 0 时 为 点 Po,t= 1 时 为 点 P, 求 
解 常 微分 方程 


呈 = 4 于 + Bo， YD) 时 ，(144) 


就 会 得 到 z 在 P 点 的 值 . 积分 可 能 条 件 (143) 保证 了 zx 
在 P 点 的 值 和 曲线 弧 C 选取 的 无 关 性 。 
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如 果 (143) 不 恒 等 成 立 ， 但 能 决定 2 为 (x,y) 的 一 个 
函数 ,这 个 函数 如 果 能 满足 (142), 那 末 它 也 是 (142) 的 一 
个 解 ,但 这 只 是 很 特殊 的 情况 . 如果 由 (143) 决 定 的 z 不 
能 满足 (142), 那 末 (142) 就 无 解 , 称 为 矛盾 的 方程 组 ， 它 
没有 解 . 

完全 可 积 和 积分 可 能 条 件 可 以 推广 到 nn 个 自 变数 、 
m 个 未 知 函数 的 方程 组 去 ， 


fa l,m 145) 


这 时 ,可 积 条 件 化 为 
ye a 

当 (146) 关 于 x,、z。 都 是 恒等式 时 ， 就 称 (145) 为 完全 可 
积 的， 求解 的 问题 可 化 为 常 微 分 方程 组 的 问题 .完全 可 
积 的 方程 组 在 微分 几何 中 非常 重要 ， 在 现代 应 用 偏 微分 
方程 的 研究 中 ， 特 别 是 后 文中 将 提 到 的 孤立 子 理论 的 研 
究 中 ,也 有 很 大 的 重要 性 . 

如 果 (146) 不 恒 等 成 立 , 那 末 可 以 有 两 种 情形 、 

〈D (146) 本 身 是 无 解 的 . 那 末 ,(145) 就 无 解 , 称 为 
不 相 容 的 方程 组 . 

《ID 由 (146) 定 出 部 分 未 知 函数 ,例如 Zo41，… ,2 为 
其 它 的 2，…2r 及 X1，,… ,Xx 的 函数 ,把 它们 代 到 (145) 


中 关于 一 = 了 (xy 2)( 其 中 和 =D+1,…s 加 ) 中 去 ,又 可 


得 一 些 式 子 ,和 且 有 下 述 情 况 : 
《II) 这 些 式 子 是 恒等式 ,我 们 减少 了 未 知 函 数 ， 但 
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(146》 


导 得 了 完全 可 积 的 方程 组 . 

(II*) 这 些 式 子 不 相 容 ,因而 方程 组 (145) 也 不 相 容 . 

(Is) 这 些 式 子 可 以 再 定 出 一 些 未 知 函 数 为 其 它 未 
知 函 数 及 独立 变数 的 函数 . 可 继续 依照 上 述 手续 进行 . 

用 这 种 手续 ,我 们 可 以 最 终 地 判定 方程 组 (146) 是 不 
相 容 ,还 是 可 以 归 化 为 用 常 微分 方程 组 来 求解 (完全 可 积 
的 方程 组 ). 

3. 解析 领域 中 的 偏 微分 方程 组 

对 于 形 为 

误 = ji 人 or 玫 ) (其 和 ob2oa-D (147) 
的 方程 组 , 其 中 js 是 它 的 变 元 的 解析 函数 ， 方 程 个 数 和 
未 知 函 数 的 个 数 相同 ,用 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ， 可 
以 证 明 它 的 解 是 存在 的 ,但 这 种 解 只 能 是 小 范围 的 .对 于 
高 阶 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 正规 形式 的 方程 组 ， 也 有 同样 的 
结果 . 至 于 超 定 的 情形 ,我 们 也 可 以 作 积分 可 能 条 件 , 又 
利用 类 似 于 上 面 第 七 章 所 说 的 那些 步骤 (复杂 得 多 ,但 已 
由 黎 吉尔 (C. Riquier) 等 人 制定 一 个 标准 的 算法 ) 可 最 后 
判定 方程 组 是 可 化 为 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 正规 形式 〈 和 完全 
可 积 的 方程 ) 的 ,或 是 矛盾 的 . 在 非 矛盾 的 情况 下 ， 就 可 
以 断定 其 局 部 解 的 存在 性 . 

嘉 当 (E. Cartan) 和 凯 勒 (E. K6hler) 采取 外 形式 的 
方式 ,去 处 理 同一 问题 ,得 出 更 有 效 的 归结 方式 和 判定 方 
式 . 

因而 ,原则 上 说 ,我 们 是 有 办 法 处 理解 析 函 数 领域 中 
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的 偏 微分 方程 组 的 ,虽然 实际 做 起 来 可 能 困难 很 多 .但 如 
果 把 解析 函数 改 为 C” 函数 ， 我 们 固然 可 以 照样 做 以 上 
的 归 化 工作 ,但 对 最 终归 化 出 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 正规 形 
式 的 方程 组 ， 在 一 般 情 况 下 局 部 解 是 否 存在 的 问题 还 远 
未 解决 ,这 困难 在 线性 情况 就 已 存在 了 ( 见 本 书 第 34 页 ). 


十 一 、 二 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 


二 阶 非 线性 方程 的 分 型 理论 ,已 有 相当 多 的 成 就 . 先 


讨论 如 何 区 分 类 型 的 问题 . 
一 个 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 可 以 写成 
FI = Fv Us Wars) = 0 (148) 


的 形式 . 对 于 已 给 函数 Ww, 令 w=W+ev, 作 (148) 参 考 
于 Ww 的 变 分 方程 , 即 
[ 备 ? twrew]| 


= [名] 和 了 寸 芝 |. oo 3 2 ee, =0, (149) 


ry 


式 中 3 | 等 等 表示 人 2 中 的 WW、 tan 用 、 Ws、 we 


代入 后 的 结果 . 把 (149) 看 成 关于 Y 的 线性 方程 , 非 线 性 
方程 参考 于 函数 Ww 的 类 型 就 由 其 变 分 方程 (149) 所 决定 ， 
也 就 是 
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i 如 在 某 一 区 域 8 中 , 阵 ( -| ) 为 正定 或 负 定 ， 


则 (148) 在 8 中 参照 为 椭圆 型 . 

下 在 日 中 ， 阵 522- | 的 特征 值 符号 为 (+ ，…， 
二 ,一 )( 或 (一 ,…, 一 ,+)), 则 (148) 在 8 中 参照 w 为 双 
曲 型 . 

证 ， 如 果 参 照 Ww，(149) 为 混合 型 , 那 末 称 (148) 为 
混合 型 的 . 

如 果 W= 是 方程 (148) 的 解 , 那 末 就 称 方程 关于 解 
w 是 椭圆 , 双 曲 、 混 合 等 等 . 

对 拟 线 性 方程 

Plains = fv, ,0s,), 《150) 

式 中 ay 是 XU ua 的 函数 , 阵 (av(x, ,Us,)) 决 定 方程 
的 类 型 . 

又 如 蒙 日 (G. Monge)- 安 倍 (A.M,. Ampere) 方 程 


ri—s= f(y), (151) 

其 变 分 方程 为 
Wyr Vs 一 ZWzyVay + WssVyy = 0y (152) 
其 奖 型 决定 于 阵 | _w” “wy"] 特别 ,车 fxsy)>0w%w 


是 任 一 解 Ww， 方程 关于 总 是 椭圆 型 的 ; 若 人 x,?)<0， 
方程 关于 任 一 解 是 双 曲 型 的 ; 若 f(x,y) 在 8 中 变 号 , 那 
末 方 程 关于 任 一 解 是 混合 型 的 . 
1 ， 双 曲 型 方程 
对 于 一 个 非 线 性 双 曲 型 方程 (例如 参照 函数 W= 0)， 
52 


我 们 可 以 选 出 一 个 类 似 于 时 间 的 变量 ， 可 以 提出 它 的 柯 
西 问题 ,已 经 证 明 ， 这 种 柯 西 问题 的 小 范围 解 ( 即 在 初始 
志 曲 面 附近 有 定义 的 解 ) 总 是 存在 的 ,而 且 也 可 以 考虑 某 
些 初 边 值 问题 . 

对 双 曲 型 方程 而 言 ， 存 在 的 主要 问题 是 求 大 范围 解 
的 存在 性 问题 .目前 对 形 为 

te) 

的 方程 ,假定 1f(0,0) = 0， 又 方程 参考 于 tw=0 是 双 曲 型 
的 , 那 末 在 4&> 5 时 ,初始 值 相当 小 时 ， 可 以 保证 解 对 一 
切 x, 存在 ( 当 |us|, |u| 一 0 时 ,了 是 二 阶 小 量 时 ， 结 果 
还 可 改善 ). 但 n<5 时 , 已 有 反例 证 明 : 即使 初始 条 件 
非常 小 (但 不 为 零 )， 不 存在 大 范围 解 . 至 于 大 初始 的 初 
始 值 问题 的 大 范围 解 的 存在 性 问题 ,结果 还 很 少 . 

2. 椭圆 型 方程 

在 许多 情况 下 ， 二 阶 拟 线性 的 椭圆 型 方程 的 狄 利克 
雷 问题 解 的 存在 性 已 有 详细 的 研究 ,方法 比较 多 .特别 是 
当 这 二 阶 方程 是 某 些 变 分 问题 

Tu = Tews ) ds 


的 欧 拉 方 程 时 ， 若 | 于 2 3 一 | 总 是 正定 阵 ， 那 未 这 欧 拉 
方程 一 定 是 酉 加 型 的 ,结果 也 就 更 为 丰富 .举例 来 说 ,三 
维 空 间 的 极 小 曲面 的 普 拉 托 (J. Plateau) 问 题 , 即 给 定 一 
条 空间 闭 曲 线 , 作 以 它们 为 边界 的 极 小 曲面 ,已 得 到 比较 
完整 的 解决 ， 近 年 来 , 极 小 点 和 临界 点 方法 发 展 很 忆 . 
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在 线性 和 拟 线 性 的 椭圆 型 方程 的 研究 中 ， 需 要 用 到 
各 种 函数 空间 (例如 索 伯 列 夫 空间 ), 各 种 不 动 点 原理 ( 例 
如 瘟 雷 (J. Leray)- 肖 德尔 (J. P. Schauder) 不 动 点 原理 ) 
和 对 解 的 先 验 估计 , 即 预先 假定 解 存在 ,只 利用 方程 和 边 
界 条 件 ， 对 解 本 身 或 其 导数 作出 估计 . 这 往往 需要 很 高 
的 技巧 . 近年 来 ,对 于 求解 某 些 真性 非 线性 椭圆 型 方程 ， 
如 有 关 蒙 日 -安倍 尔 方程 ( 自 变 数 可 不 限于 两 个 ， 这 时 方 
程 的 形式 为 det(wss,) =j(x,u,ua)， 阵 (uz.s) 正定 ) 的 
研究 ,有 了 很 多 的 进展 . 但 是 ,真正 非 线性 方程 的 研究 仍 
然 是 很 困难 的 问题 . 

3. 抛物 型 方程 

在 一 定 假设 下 ， 二 阶 拟 线性 抛物 型 方程 的 初始 问题 
和 初 边 值 问题 的 局 部 解 ( 即 对 充分 小 时 间 t ) 的 存在 性 问 
题 是 不 难 证 明 的 .困难 在 于 决定 什么 时 候 会 有 整体 解 ( 即 
对 一 切 上 有效) 的 存在 , 当 tf->< 时 解 的 渐 近 形态 如 何 ? 又 
如 , 解 在 有 限时 间 内 就 变 为 无 穷 (破裂 ) , 它 依 何 种 方式 破 
裂 也 是 令 人 关心 的 问题 . 

4. 混合 型 方程 

对 线性 混合 型 方程 ， 在 可 以 用 速度 图 或 勒 让 德 变换 
线性 化 的 情况 ,已 有 不 少 结果 ， 但 用 于 边 值 问题 的 研究 ， 
则 仍 有 困难 . 对 于 较为 一 般 的 拟 线性 混合 型 方程 ， 在 相 
当 强 的 条 件 下 ， 可 以 和 线性 变 分 方程 的 边 值 问题 有 相同 
的 存在 性 ， 近 来 ,对 于 混合 型 的 蒙 日 -安倍 尔 方程 解 在 混 
合 区 域 的 局 部 可 解 性 的 研究 也 有 了 进展 . 但 总 的 来 说 ， 
关于 拟 线性 和 非 线 性 混合 型 方程 的 研究 ， 还 是 刚刚 在 开 
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始 , 问 题 的 难度 比 单一 类 型 的 方程 高 得 多 . 

有 许多 非 线性 的 方程 组 也 内 大 力 研究 的 对 象 . 例如 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,对 不 可 压缩 的 情形 ， 当 空间 维 数 是 
2 时 , 柯 西 问题 的 存在 性 和 唯一 性 已 得 到 好 的 结论 , 但 空 
间 变 数 是 3 圭 ， 只 能 在 小 范围 内 证 明 解 的 存在 性 和 唯一 
性 ,而 且 是 在 某 种 意义 下 的 弱 解 ( 带 奇 性 的 解 ). 这 种 研究 
牵涉 到 流体 力学 中 的 一 个 很 重大 的 问题 一 一 渤 流 的 产生 
及 其 本 性 的 问题 . 


十 二 、 激 波 和 孤立 子 波 


近年 来 ， 偏 微分 方程 理论 中 已 充分 重视 有 间断 性 的 
解 . 特别 是 空气 动力 学 中 的 激 波 ( 冲 击 波 ) 的 传播 在 应 用 
上 有 很 大 的 重要 性 . 间断 解 是 方程 的 解 中 的 一 个 带 有 跳 
跃 的 曲面 , 即 曲 面 两 侧 的 气体 的 速度 压力 ,密度 、 炳 均 发 
生 间 断 ,但 仍然 使 质量 守恒 ,动量 守恒 ,能 量 守恒 , 业 不 减 
少 等 基本 物理 规律 成 立 . 

在 一 个 时 间 变 量 .一 个 空间 变量 的 情况 ,这 种 方程 组 
的 一 般 形 式 是 

ut f(u)s=0. (153) 
这 里 = (Ww,), f(a)= (f(a),, fn(u)); fu)) 
关于 u 的 雅 可 比 阵 对 每 一 a 均 有 实 的 不 同 的 特征 值 .局 
断 解 的 一 个 最 简单 模型 方程 是 一 个 未 知 函 数 方程 
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w+ (3) =0. (154) 
设 间 断 曲 线 为 x= x(t), uw 的 守恒 条 件 是 


CE (155) 


炳 不 减少 的 条 件 是 ->u,， 这 里 w- 和 uw 是 w 的 左 侧 
极限 仁和 右 侧 极限 值 、 一 个 典型 的 站 条 解 是 

1，。 当 “< 去 时 

w= (156) 

0， 当 v> 妆 时 . 
在 一 个 自 变数 情形 下 ,对 于 一 大 类 方程 组 (包括 理想 流体 
方程 组 ) 间 断 解 如 何 形成 ， 如 何 发 展 ,两 个 间断 解 如 何 相 
互 作用 ,等 等 ,都 已 有 相当 清楚 的 研究 . 但 是 ， 即 使 对 理 
想 流 体 方程 组 ， 解 的 唯一 性 问题 虽 已 有 相当 多 的 研究 成 
果 , 但 尚未 完全 . 在 空间 维 数 大 于 工时， 情况 更 为 复杂 ， 
近年 来 已 开始 成 为 重要 的 研究 对 象 . 

(153) 的 解 ,是 传播 形式 的 解 ,是 一 种 非 线 性 波 ,给 定 
初始 条 件 (即使 很 光滑 ) ,在 传播 过 程 中 波形 要 发 生 畸 变 ， 
终于 导致 激 波 的 产生 . 但 对 于 下 述 方程 

Us t+ Gus + Usss = 0, (157) 
却 有 完全 不 同 的 性 质 。 这 个 方程 称 为 柯 脱 维 克 〈Kort- 
weg)- 德 伏 莱 斯 (de Vries) 方 程 或 KdV 方程 ， 是 浅水 运 
河 表 面 的 长 波 运动 的 近似 方程 .这 种 方程 有 行 波 式 的 解 : 


a Bsech’ (A)' Go 2 282) |. (8>0) (158) 


它 在 传播 中 波形 不 变 , u 基本 集中 在 x~28t=0 的 周围， 
56 


波幅 大 的 波 速 也 快 . 人 们 已 经 证 明 : 存在 一 些 解 表示 形 
为 两 个 (158) 式 的 波 的 相互 作用 ,开始 时 波 速 快 的 波 在 后 
面 , 波 速 慢 的 波 在 前 面 ,后 来 被 赶 上 了 ,经 过 相互 作用 后 ， 
过 一 段 时 间 后 又 分 开 为 原来 形式 的 两 个 波 ， 波 速 快 的 走 
在 前 面 了 . 这 种 相互 作用 受 干 扰 后 仍 恢复 原状 运动 的 现 
象 引 起 人 们 很 大 的 兴趣 ， 称 这 种 波 为 孤立 子 波 ， 并且 发 
现 ， 许 多 物理 问题 中 都 有 这 一 类 现象 . 容 有 这 种 孤立 子 
波 的 方程 也 有 很 多 .其 研究 方法 也 很 有 启发 性 ， 它 和 一 
维 的 薛 定 锣 方程 (线性 的 ) 
Vas tu = 

有 特别 密切 的 联系 , 当 wu 是 KdV 方程 的 解 时 ,特征 值 入 
是 不 因 时 间 而 变 的 ,由 此 发 展 了 一 种 求解 这 些 方程 的 “ 反 
散射 变换 法 ”, 它 可 以 说 是 傅 里 叶 变 换 法 的 一 种 非 线性 的 
推广 . 另外 ,也 还 有 一 种 利用 已 知 解 求 新 解 的 方法 , 称 为 
贝克 隆 特 变换 ,也 吸引 着 人 们 的 注意 . 目前 ,特别 引 人 注 
目的 是 多 个 空间 变量 的 孤立 子 理论 的 探索 . 


综观 以 上 的 概要 介绍 ,我 们 可 以 指出 , 偏 微分 方程 是 
一 个 很 有 作用 的 研究 对 象 , 它 可 以 说 是 数学 和 各 门 科学 、 
技术 之 间 的 一 座 重要 的 桥梁 ， 它 的 许多 研究 有 着 很 实际 
的 来 源 ， 在 结果 的 预测 或 方法 的 运用 上 也 从 中 受到 很 多 
启发 ,对 数学 发 展 也 产生 了 极其 重大 的 影响 .为 此 ,只 需 
举 出 解决 热传导 问题 的 傅 里 时 方法 导致 了 数学 的 各 个 领 
域 都 起 重大 作用 的 传 里 叶 分 析 就 足以 说 明 问题 了 .自然 ， 
例子 还 可 举 出 很 多 . 另 一 方面 ,也 可 见 到 , 偏 微分 方程 也 
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是 一 个 非常 复杂 和 困难 的 对 象 .从 一 般 理 论 的 角度 来 看 ， 
我 们 还 只 知道 小 小 的 一 个 角落 . 就 是 在 这 个 角落 中 ， 数 
学 上 许多 复杂 的 工具 (如 经 典 分 析 和 泛 函 分 析 , 几 何 ， 拓 
扑 , 代 数 ,概率 论 ) 都 用 上 了 . 所 以 : 它 不 断 地 要 求 我 们 去 
进一步 探索 ,去 进一步 运用 和 创造 新 的 数学 工具 和 方法 . 
在 我 国 ,从 五 十 年 代 起 ,逐步 开展 了 对 偏 微分 方程 的 
研究 形成 了 一 支 数 量 较 大 的 队伍 ,进行 了 多 方面 的 研究 ， 
例如 ,对 双 曲 守恒 律 和 间断 解 ,混合 型 方程 , 各 种 类 型 方 
程 的 自由 边界 问题 ， 非 线性 椭圆 型 和 抛物 型 方程 的 定 解 
问题 ， 孤立 子 理论 , 以 及 微 局 部 分 析 等 等 都 有 了 系统 的 、 
深入 的 研究 ,有 相当 多 的 成 果 , 处 在 国际 研究 的 前 列 . 
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